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用自然三角形单元计算应力强度因子

吴 永 礼

中国科学 院力学研究所

用有限元法计算应力强度因子的各种奇异元中
,

由八节点或十二节点的四边形等参

数单元所派生的奇异元最为简单
‘一 , ,

因为这种单元就是原有的等参数单元
,

无须程序

变动
,

只要适当地改变裂纹顶点单元的边中点的坐标
,

就可 使 应 变 具 有 厂
‘ 住 的奇异

性 这种单元是协调单元
,

满足收敛准则
,

当有人提出冈 〕过渡单元概念 以 后
,

使计算

结果 更为精确
,

因此
,

这种单元是工程中广泛应用的一种计算应力强度因子的奇异元

与四边形等参数单元相应的一族单元是自然三角形单元 下面证明六节点的二次

三角形单元和十节点的三次三角形单元
,

尽管它们的形状函数与上述四边形二次和三次

单元通过一边收缩成一点而成的三角形单元的形状函数不同
,

但通过边上点取与上述等

参数单元相同的位置
,

也可得到角点的应变具有
一 ’ “的奇异性 不同的是

,

对于六节点

二次自然三角形单元
,

角点对边上的点可以不受限制 , 对于十节点的三次自然三角形单

元
,

则多 了一个内节点 此外
,

这二种三角形单元也有与文 〔 〕中所导得的过渡元边中

点的计算公式 通过算例表明这种单元也能给出较精确的应力强度因子数值

奇异性的形成 六节点二次自然三角形

根据文 〔 〕
,

对于图 所示的六节点三角形
,

形状函数为
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其中
, , , 乙 ,

为三角形的面积坐标
,

现引入 省
, 粉坐标
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那么形状函数 可 以写为
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若将八节点的四边形等参数单元中的一边上的三点合并成一点而变成三角形时
,

其

中的三个节点
, ,

的形状函数
, ‘ ,

与公式 相同
,

而另外三个节点
,

,

的形状函数则与 式中的不同 令节点 取 的位置

构 万
一

气 了为 夕‘ 万
,
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户
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对于以节点 为顶点的半径

一 , 、 , , 、 ,

雪 、
了 一 、满 一 潇 , 一 个 、 一 刀 沪 一 戈

一一下厂一一
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单元的位移模 式 。
, 。
乙

‘ , 中具有与 十 劫成正比的项
,

而 与
一 ‘

。

劫
’

成正比
,

因而
,

位移
, 。 具有与侧厂成正比的项

,

也即应变具有 , 一 ’ ,

的 奇异性
,

而且在 。二 常数 即 夕 二 二 常数
,

或 叮 常数 的方向上均具有这种奇异性 这 里与八节点

派生的三角形奇异元不同
,

对节点 没有提出一定的要求
,

在八节点派生的三角形奇异元

中
,

节点 要在中分点上
,

才能使得应变在 常数的方向上均具有奇异性 现 在我们

假设节点 也在中分点上
, 二 ,

令
二 十 二 , 二、 鲁

、 。 ,
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认认 尹 品 甘 协

’ 夕 八六一
’ “ , 、“

’

‘ 。武 ’ “ 、沙
’

万 , ’ ”砚 ,

月似
刁



固 体 力 学 学 报

一
卜

一一
一 一

一 一

一 一
一 一

一
, 一

祥俨
二 十 兰韶

一

劣 一 口笋
’

, 二 , 一

琴生
。

共生
。 一 。,

俘华
‘

“ 自 乙

年

这个坐标转换公式与八节点派生的三角形的坐标转换公式是相同的 但是
,

二者的位移

插值函数仍然是不同的 可以证明刚度矩阵是非奇异的

对于顶点奇异元以外的过渡元
,

则边上点的公式与〔 〕中相同
,

假使图 中的节点

并不是裂纹的顶点
,

而边 一 一 在裂纹顶点的射线上时
,

则节点 的位置为

二 三三专卫
其中

, , , 、 分别为节点
, ,

到裂纹顶点的距离
一

卜节点三次自然三角形 对于图 所示的十节点三角形
,

形状函数为 川
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仍然采用公式 的坐标变换公式
,

可将这十个形状函数写成占
, 粉的函数
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若将这些形状函数与十二节点的四边形等参数单元通过缩并一边而成的九节点三角

形的形状函数相比较
,

可以看出
,

只有
, ,

三个节点的形状函数相同
, , , ,

氏 ,
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六个节点的形状函数是不同的
,

而内节点 则是自然三角形单元所特有的

对边上点和内节点取如下的位置
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一

节点
,

即为 的位置
, ,

即为 的位置
,

节点
,

取均分 点 的位置
,

炸﹃这些位置与十二节点派生的九节点三角形单元相同 尸
’

这时的坐标变换 公 式
,

二 , 夕 兄 就是公式
,

位移模式 乞
‘。 , 。 乙

‘。‘中有

,

也即有与侧刃成正比的项
,

而且沿任意 日 常数 叮 常数 方向上均有 此 特 性
,

一

因
,

这种单元也满足弹性情况下裂纹顶点的应变奇异性要求 与文〔 〕相似
,

若节点
项此

不在裂纹顶点上
,

而边 一 一 一 在裂坟顶点的射线上
,

则这种单元称为过渡 元
,
一

边

上点
,

的坐标计算公式为 二 二

、 石 十 训石》 、 万 侧万

其中 八
, , 八 , 、

分别为节点
, , ,

到裂纹顶点的距离
,

·

应力强度因子的碑定方法 前面已经证明了在二次和三次自然三角形单元中
, 通

过适当的移动边上点和内节点的位置
,

可以形成奇异元和过渡元
,

使在裂纹顶点的应变
具有

一

粉 的奇异性
,

一 ’

因而可以用来计算应力强度因子 用这种自然三角形 单元可该直
接得到各节点的位移

,

从位移来确定应力强度因子时
,

有三种方法
,

下两叔 型为例说
明确定应力强度因子 尤 的方法

节点位移直接计算法 从断裂力学可以知道
,

在裂纹面上

“ 侧豆菇
衬

其中 为剪切模量
,

平面应变时
, 二 一 巧

一

训刃

平面应力时 二
一

,
, 为 泊桑比 从

有限元计算得到裂纹顶点附近的位移
,

根据 式可以直接计算出应力强度因子
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外推法

文〔”中采用的外推法是根据 式
,

计算出裂纹面上不同 处的 , 画出 工

的曲线
,

经过外推到 二 。处的 即为所求的应力强度因子 从 〔 〕中的外推曲线可 以

看出
, ,、 。 的曲线在 之间线性较好

,

而公式 在这一部 分 是不适用

的
,

所以这种解释不恰当 为了给外推法有合理的解释
,

我们取裂纹面顶点附近位移展

斤式为 衬

口侧 兀
侧厂

’

叮以证明第二项 即 。项 的系数等于零 因而
侧豆万于
衬 半、厂 十

由此可 见
, 叁扮 厂 里立鱼生一琴

二
早与

一 一 」
一

斌
’一 ,
成线性关系的

,

直线与 犷 轴的交点 即 轴

的截矩 为应力强度因子 虽然 的形式与 式相同
,

但并不能称作应力 强 度因

子
,

从文 〔 〕
,

〔 〕和本文的计算表明
,

由于采用了奇异元与过渡元
,

计算结果 在
二

」

一 之间线性就很好

单元位移直接计算法

文献〔
,

的在对 〔 〕的讨论中认为
,

根据等参数奇异单元的位移分布
, 、应按下

式 直接计算得到
、

云 一
‘ 侧厂

这里仍然取裂纹面上的位移
,

为顶点单元的长度
, ,

为 处的位移
,

为 处 的位

移
,

顶点的位移假定为零 此公式的根据是令奇异单元中与侧刃成正比的项和展开式中

召万的项相等 可以证明
,

本文的奇异单元也能用此公式

算例 受均匀拉伸的中心裂纹平板 图 因为对称
, 只需取板的 就可

以了
,

在这个例子中
,

全部采用六节点三角形单元
, 计算单元刚度矩阵时用的是三点积

分川 计算六种不同的边长比 四 , , , , , ,

对每种边长比计算

了二种不同长度的裂纹 田 , ,

计算结 果 列 于表
,

表中的三个计算结果分别

为前面三种确定应力强度因子的方法所得的结果
,

其中第一种方法采用的是奇异单元顶

点的位移来计算的
,

用最靠近裂纹顶点的节点 点 位移并不比单元顶点的好
,

这是

由丁靠近裂纹顶点位移变化较大
,

不易求得精确 同样理由
,

采用公式 来计算应力

强度因子
,

由于也要用到最靠近裂纹顶点的位移
,

所以
,

计算结果也不如外推法好 文献
且 〕是对于这种问题的比较精确的解

,

该文没有 二 二 ,

的结果
,

所 以表中列出

儿 。 二 的
一

结果以供比较

含有一个中心裂纹和四条边缘裂纹的正方形板
,

受有 均 匀 拉 伸 载 荷 图
,

乙 。 二 认 刀乙二
, 二 ,

由于对称也只需计算 计算所得的应力强度因

子无量纲值为 理点 万 二
,

瓦
, 二 。,

点瓦 二 由于对称 点的 , 二 ,

这个算例中
,

裂纹顶点
,

附近采用自然三角形奇异元
,

其他均采用八节点四边形等

参数单元
,

应力强度因子是从外推法得出的 可以看出
,

由于边裂纹 的 存 在
,

使 点

的应力强度因子有所提高 文献 〔 〕用杂交元计算了类似的例子
,

根据〔 〕的曲线读出

月 点 万 , ,

元
,

点数值没有给出
,

但是 〔 〕中 。 。 ,

所以本 文与 〕的
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结果有所不同

从以上计算可以得出结论

自然三角形单元可以直接用来计算应力强度因子
,

它与四边形等参数 单 元具有

相同的优点 在有些结构用三角形单元来剖分单元合适时
, 自然三角形单元是可取的

主
闷

升
闷

。

刊

去户二
⋯

丁
。

十一州月刊口

图 图

表 受均匀拉伸的中心裂纹平板无量纲应力强度因子值

单 元 数数 节 点 数数 本文三种方法计算结果果

宁
。

叮先先
。

少少

‘

习



切 固 体 力 学 学 报 〕 年

用 白然三角形单元来计算应力强度因子的精确度是比较高的 在确定应力 强 度

因子时
,

外推法比较好 由于这种单元是协调单元
,

且满足收敛准则
,

所以在增加单元

数和节点数时
,

另外二种方法也能直接算得较精确的应力强度因子数值
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