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提要 本文对表板采用 假设
,

考虑夹心沿厚度方向的剪切变形
,

用最小势能原理

推导了复合材料夹层扁壳的有限挠度方程和边界条件 作为一个特例
,

求解了矩形夹层圆柱壳在

轴压‘或侧压 作用下的线性稳定间题
。

本文在文献〔 〕和〔 〕的基础上
,

对表板采用 假设
,

考虑夹心沿厚度方

向的剪切变形
,

用最小势能原理推导了复合材料夹层扁壳的有限挠度方程和边界条件

它既能应用于复合材料夹层扁壳的各种情况 软夹心或硬夹心
,

表板对称或不对称
,

又

能解决混杂铺层的复合材料扁壳间题 它既可用来求解应力和变形问题
,

也可用来求解

稳定问题
、

混杂铺层的复合材料扁壳在某些情况下可以用文献〔 〕中的多层扁壳理论处

理
,

但是
,

如果外层材料的厚度不是很薄
,

或者内外层的刚度相差太远
,

则文献〔王〕的

理论没差较大
,

而本文的理论误差较小 这组芳程具有较大的普遍性和一般性 复合材

料扁壳的各种方程
,

一般夹层扁壳的方程
,

甚至单层扁壳的方程都可以看作 是 它 的 特

例

、

基本关系式

甘、

图 扁壳上 的坐标系

夹层扁壳如图 所示
,

夹心和表板的厚

度如图 所示
,

各层的顺序和坐标如图 所

示 以
、 。 、 叨 表示壳体内任一点 沿 二

、 扮

、

方向的位移
,

以 。、 。。、 。。表示 它们在

夕坐标面上的值 以 甲
、

和 甲
,

表示 变形过

程中夹心段的法线 由 轴 向 、和 夕轴 的 转

角 夹心中任一点的位移可以表示为

“ 之甲 , 功 田 。

衫 二 巩 十 之外
表板 苦 艺二 表示下表板

, 二 表示上表板 中任一点的位移为

本文 子 , 么年 月 日收到
。
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图 表板和夹心 的几何参数 图 各层的顺序和坐标

、
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口夕 , 汤 却

口山 口功

其中 凡
,

凡 和 尺
,

分别为 。夕 曲面在 从

复合材料的虎克定律是

口夕

方向的曲率和扭率

厂、
, 。

,

认
。

, 。 。

厂、吞、
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﹄、少几吼场

其中 ‘, , , ,

是材料在 二
、

, 方向的刚度系数 把
、 、

式代入

式
,

再做相应的积分
,

则可得

‘

、产、,
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毛
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, ,、 ‘ , 、、 , 。 , 、、 , , 月 了、、、 。 , ‘ , 、、

二 〔 “ ’〕 〔 ‘
,

〕一
二决一〔 “

,

〕 一竺美一〔
‘器 ,

〕
一 、 一 、

〔 ‘ , 〕 〔月“ ’〕 孟〔刀 ‘之
, 〕

, , 。门 、、 , , 。‘ , 、、 , , , , 、 , 。 , ‘ , 、、

“ 一 , 〔 ‘, ’〕 。〔 ‘“
’
〕召笋〔

“ , 十 卫管
兰 左 ‘

’

〕

那脚脚动曰

〔 〕
〔 “ 〕 〔 ‘“ , 〕一 , 〔 “ , 〕、 , ,

〔刀 , , 〕、

李
〔月 ‘ , 〕
车
〔姓‘

一 任

式中的各矩阵都是 的方阵
,

其元素排列方式完全一样
,

现以〔 〕为 例 表

示如下

, 班 , 。

月 月 。

。 月 。 左 。

‘‘︸

一一
、月沪气

绝 式右端各矩阵的元素可以表示为如下的通式
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貂 兄 幻二
。 , 舀, 一君,

粗二

劣二 ‘己
, ,

合“ ,
· 一‘ ,

、
二

受、 告
‘ 。

, 口 , ,

其中 表示夹心
、

上表板
、

下表板中的第 层 见图 久 , ,

分别表示夹心
,

下

表板和上表板
,

并且

几 时 舀 二

久 时 雪 叮

又二 时 占 右

坐标
、 。、 占的取法见图 “

·

砚犷
,

琢梦和口岁分别表示夹心
,

下表板和上表拆的刚度系
数

, , , 和 。 分别表示夹心
,

下表板和上表板的层数

关于夹心中的剪万 尸
,

吼 和夹心的剪应变 , 。 一 二 十

粤
,

、
一 , 十

祭之间的一
’ 一 ,

“ ,
‘ ’ ‘

, 一 、
一

‘ 网 一 ” 料
’

口劣
’ 识 ” 到

’

夕 一
’一 ”

关系
,

我们采用文献〔 〕中的结果

、鲁
’

, , 下

鲁
,

、,产山一上
、

、一

,

其中 ‘,

三
路

乙 口 ,, 。
好 一 几 一

兰 警
‘一 一

譬 、
’

,

是剪切刚度系数
,

万 介
, ,

二
、

用最小势能原瑰推导平衡方程和边界条件

最小势能原理是

己汀 舀 一研 二

其中 二 是总势能
,

是变形能
,

研 是外力功

。 一 粤 、
。 十 、“ 、 十 、

·

令 ‘

〔 每二〕〔” , 二〕丁 口

丁
。功。 “

丁万
。·。 ,

二
。 , ·。,

一

掀。

元斌
一
凤豁 伽

。

扩
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其中 口 是扁壳在 加夕曲面上的面域
,

厂。 是壳体 边界 厂 上

给定边界力的部分 是 二 方向的面积载荷 是 厂 的外法

线
,

是 厂 的切线 图 。 , 。。 , , , , 。 ,

二
,

奢
, ,

二
,

认 是 耐二 坐标系中的位移和内力 短横表示各量在边

界上的给定值

将 和 式代入
‘

和 式中
,

然后由 式可以

得平衡方程和边界条件如下

图 边界上的法线和切线

平衡方程

口刀
、

口劣

、 鱼丛兰

、色丝立 二 欲

, 、

一二 匕‘ 十
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、
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一
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二 护几犷熟
口劣 夕

从 。
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、
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、
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,
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在
。
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。 ,
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,
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十

叽祭
十

毋盟
十

黔
二砚

三 用广义位移表示的平衡方程

将 式代入 式
,

则得到用广义位移
, 巧 ,

叭
,

外 和 吼 表示的平衡 方 程
。

它可以写成
犷 , 厂 犷一 犷。 二

其中



第 期 刘国玺等 复合材料夹层扁纬的有限烧度方程和线性稳定问题

、, ,曰哺刃
,苏夕

份住仓
口

翻丫川州一 一 。

么
‘

心冶甚

‘ 。

犷 〔 , , , , ‘ ,

〕了叨。

犷 〔
, , , , 〕

‘ 〔
, , , , 一 牙 〕

犷。 二 〔 , , , , 一 二

〕

‘恤‘‘

, 月 , 。, 。。 , 。,

。二 , , , , , 。 , , “ 。 ,

, 。二 。 川 , , , 。 ‘ , 。,

月 。
,

, , 姓。。,

, , 。。, 。

口 下
, 。 。 。 、 下一 , 。 、

, 方歹‘
‘ 厂“ ’ 厂 , , , 厂 ’“ ,

一石石
‘“ 、厂 ’”, 厂‘ , 厂“‘ , 厂 ‘ ,

‘

日 ,

,

只 , ‘

、

·
,

⋯

月一工一去一工

舫 ”
、“ ,

,
一只 , 一丈

曰 ,

万

。,

。 ,

。 ,

。,

。。

一

。

一 。。, 。,

”“

肠 二

, 。, 。。 一 。。 ‘ 二 、。 , ,

刀。。
,

一 。。 旦
劣

。 口
十 肠 汽

一一号 , 乙 扭
, , , , , 。 ‘ , 。 ,

。 一 。

。 , 。。

下 。
一 一又一乙

, 、二 ”
戈

“ 二 , 。。,

一。 二 一 ‘。

。 ,

。 , 一

一 ‘

口 , ,

。 。 。

石石一石
“ 、乃 ‘ , , 乙 ” , 。“”,

聂
‘

命 瓦
‘ 一 。 , 。· , 乙‘

,
, 。

一

备瓦
‘ 。, , 。。,

万忍日 , 口 下
一牛二一 曰

口

。, 。,

。。 一云
。。 , ‘。, “ 一 ,

瓜 刀
二 一 尸 ,

正 凡 一 尸
工。

瓦 尸
,

一 。 , 一 。 。

凡 一
。。 。

凡
, 一 。 。

凡
一 ,

,

一 一 二一 , 、

二一 ,

一
一 , 。 , 。 一 。。 , , 。 一 六一 尸 , ,

尸 。
,

“ 占 名 “ , “‘ 、 , , ‘ 。 , “‘ 、秒 ,

凡
, 、

“
, ’ ‘ 。 , ‘ 互恶 ,

,
, 。 。

、

节
,

。
、

。 ‘

一

灭 乙
, 厂‘“ , 厂 ,‘ , 厂“ , , 一 衷 乙

, 厂 , 。, 厂 , ‘ , 厂 , “ , 十 厂 ,
,

‘万尹

口劣 口
。。

口
戈 夕乡

一 ‘ 一 口
十 尸 ”五硒石 十八

, 石沪



固 休 力 学 学 报 年
,

一

一
一一 一 一 一 一

一
‘

‘ 目

一
一 加一 一一

飞十
沪

月几几
口‘ 二 去 月 , , ,

“ 尸 月 。

口 二 去尸 , 刀、 , ,

、‘ 乙 ,

阴
、。·

刀 , , , 。 , , 。 ,
万 。

,

月 刀。。
,

月 , 。 ,

, , 。 , 。 ,

。 , 。。 , ,

凡
。,

凡
, ,

、 二多厂
尸 ,

十 砷产衫浅
‘ ,

且 ,

”
,

月 ,

责
一‘“

, “ , “ 。 ,

。。

、‘产了

一

豁云
‘

一

、, ,

月 。 且。。

一

黔瓦
。 , “ ,

切
。 了一

, ,

一

石歹“
, 又“ ‘”’ 月 , , ’ , ”,

月 。。,

月
二

一

豁石
“

’

“ ’”’

刁。。
,

。。

月 。 ,

,

口切
。 户

飞又一
一 ,

夕

。 ,

口阴

之刀 。 厂
一下一‘ 乙 ,

豁
鱼乙
叨 。

。 ,

夕
。。 ,

今

,︸

。 ”

口劣 ”
尸 ,

。

一

名汉尸。

,

,

一岛

一 夕
戈口夕

, , 。。,

尸

。。 , , 。

丛
。。

。 ,

一, 。 , ,

八
·
尸幼 , 一

器动蛛
黔哥却劫

卫 , , 月 ,

, 。。, , 。,

几

旦
口男

毛
一
十

。。 , , 左 ,

命
· 一 “ 。, “ 已

,

“ 。

会
·

晶
土一

十 几
劝夕

十 几

久 久

口叉

日

夕艺

护。

嘛“
·

箭

十
。

一叙
。

一。
氛一孙一即
日︸一一

尹一一褚、‘声、,少孙一、孙一勿
。

一
丫
一了口、、了吸、

︸。
︷。一。

︸一︸

一入

,凡人

飞八一
岛

人口

即一犷礼

匆

,心,人

民

人

。若入 二

。 久 二

, 入 二

。 入, ,

石了

一

命卡器卜卡器
·

命
·

入

石了
口

一一下片一一 十
义

口
十 八

, 花万一飞尸
’ 口夕’

口

口夕

尸 入, ,

入
,

入
沁 ‘器
入 , 入。, 久。

口
,

十 ““ 赢与万十 九
,

丽百
入

委
口

,

口戈 渭
旦左兰 旦丛旦丝理
口男 凡井

入‘

一
,

衷歹

选凡‘万岛 久
,

入
, 入,

口
二

夕

入

入 旦丛
口梦

入 口
二 ,

圣
。

口

一 十

〕

‘ ’

薯



第 期 刘国玺等 复合材料夹层扁壳的有限烧度方程和线性稳定问题

厂

,
,‘百,

尸
一 月 。

且

器
十

赘
十

告鄂
乡

哥
·

瓷
十

韶鄂
“

哥
·

器
·

会
·

鲁
·

瓷

、

,,

器鲁巫,
民凡几只凡几凡几只几

人凡凡 已

已

已

日 旦丝

巴一刀一夕切
一护叭一梦饭一心
。气‘一以炙‘一‘︸一戈澎一。梦一口一庆

一一才

。 。。

叫。

沙。

尸尸尸
胜﹃

。“ ,

。么功
。

一 ‘ 二万气不了
劣 夕

对于小挠度弯曲问题

犷

对于小挠度 线性 稳定问题
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,
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,
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,
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,

那么
, , ,

名
, , 。 , 。 。
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。

把 和 式代入 式
,

并考虑到 式
,

圆柱壳线性稳定问题的基本方程

,

则得到正交各向异性复合材料夹层
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内加
夕
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。 劣

叭 甲
名川 。 劣

外 外
,

叨。 叨 劣

其中 “ 一粤
,

卜 等
, 优 , 。为正整数

·

式满足边界条件 式 对于轴压或侧压的情况
,

万料
。 二 。,

这时把 式 代

入 式
,

则得到
电

,护 左
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卜
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令 式的系数行列式为零
,

则可求出失稳时的临界薄膜力 从
。或 凡

。 为了完成

这一步的计算工作
,

编了一个 程序

五 算 例

各向同性软夹心圆柱壳 如果上
、

下表板是相同的各向同性材料 , 夹心为只能

承受剪应力的各向同性材料
,

并且
, 二 二 , , 。 。 二 , ‘ ,

那么本文的基

本方程组退化为文献〔 〕的基本方程组 这里不做理论上的证明
,

仅用三个算例加以说

明 算例中 为表板的弹性模量
,

竹 为表板的波桑比
,

为夹心的剪切模量
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算 例

’, 了

。

,
,

,

二。 ,

本文 火 ‘ 又

, 。 一
‘ 火 。

年

复合材料夹层圆柱壳 铺层情况如图 表板为碳纤维一环氧复合材料
,

性能数

据见算例 夹心是各向同性软夹心
,

剪切模量为 认

算例

丈

。

一

, 。

义 。

只

,

又

日。口。一玉上下下绳,
孟‘引他比
、山

习﹁目州目

, 丁 一 飞 一 、

趾巨二止
破纤维
复合材料

混杂铺层复合材料圆柱壳 对于混

杂铺层复合材料圆柱壳在轴压作用下的稳定

间题
,

用三种方法计算了 临 界 载 荷
二。

用不考虑厚度方向的剪切变形的 理 论 算得

的临界载荷记为 劝玩 , 用文献 〔 〕的复

合材料多层壳理论计算 的 临 界 载 荷 记为
劝 二 , 用本文的理论算得的临 界载荷记

为
二。 ,

铺层材料的性能如下

钢
, 飞,

碳纤维一环氧复合材料 ”

” 父 飞 扩
、

二

。 纤维 一环氧复合材料 ”

, , 二

二 么

二 ‘ 么

下

矶
。“ 吕 咯 ,

犷 ,

丫

二 火 哪 ,

犷 “

这两组数据中的
, , , 取 自文献〔妇

, 。。 的数据是根据橄观各向同性估算的
。
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铺层情况如下图 所示

讨 纤维复合材料 每层厚 。

铆
,

厚

口二

。

。

, 。

每层厚 刀
川 ,
纤维复合材料

,

每层厚 。

算例 》的铺层 算例 的铺层

三个算例的计算结果如下

算 例

,

万
二。 , ‘ 又

二。 二 又 ‘

二。 。 丫

六 讨 论

通过算例 可以看到本文基本方程组的适用性和普遍性

从算例 可以看出
,

夹心的剪切刚度对临界载荷是有影响的
、

夹心的剪 切 刚 度 愈

大
,

临界载荷愈高 当夹心剪切刚度大到一定程度之后
,

临界载荷就不再增加 这表明
,

这时可采用 假设
,

不考虑厚度方向的剪切变形

从算例 可以看到
, 二 二 二。 二 、。。

这表明
,

认为整个截面有 相 同

的剪切变形的理论 文献〔 〕与不考虑剪切变形的理论相比
,

文献〔 〕较符合实际情况
,

较为精确 而本文认为变形后平截面成为折截面的理论比文献〔 〕的理论更加精确
。

从

算例中还可以看出
,

对于混杂铺层复合材料扁壳来说
,

外层与内层的刚度 相 差 愈 大
,

从
。 。 与

二。 , 。

的差别也愈大 这表明
,

对于外层与内层的刚度相差较大的 混 杂 铺
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层复合材料扁壳
,

采用文献〔 〕的理论 已不合适
,

而应该采用本文的理论 当然
,

如果

外层和内层的刚度相差不大
,

或者外层的厚度很薄
,

则仍可采用文献〔 〕的理论
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