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摘 要

本文指出了
“

朴实”渐近展开式并不完全满足物体表面的边界条件
,

由此得到了

一个物体表面的非齐次边界条件 它正是附加波动项所需满足的
,

也是波动项出现

的原因 本文还指出了
“

朴实” 渐近展开式中的零级近似
,

在物体表面与未扰自由表

面的交点处有弱奇异性
,

但在以后的几级近似项中奇异性逐渐变强

一 己 生 ,
、

二
二

低速运动物体的水波问题近年来受到越来越多的重视 年 在讨论二维沉

体的高阶近似中
,

发现了当前进速度趋于零时
,

展开式并不一致有效 这一问题引起了
闭 的注意

,

他把流场分成由不同的长度尺度刻划的二部分
,

第一部分就是
“

朴实
户 ,

渐近展开的

零级近似
,

它就是二重体 未扰动自由表面以下的实际物体部分加上它的对未扰动自由表面的

镜像 的位势流
,

这部分流体流动可以用与物体尺度相比较的尺度来描述 第二部分描写波运

动
,

我们可以用与波长相比较的尺度来描写这部分运动 由此他求得了一个非齐次线性自由

表面条件
,

并得到了二维沉体情形的形式解 与 作出了类似于文献 〔 〕的讨

论
,

但他们指出基本流动
,

即流场的第一部分
,

应包含“朴实 ”渐近展开式中的前二项
,

而不应仅

包含第一项二重体的位势流 与 把文献【 的方法推广到三维浮体低速流

的情形
,

他们得到了类似于二维情形的非齐次线性自由表面条件
,

并由此获得了三维问题解的

解析表达式与波阻公式
, 〔 ,

与 〔 , , , 〔日
, , , 等用文献 的方法进一

步讨论了三维浮体低速物体水波的间题 在所有这些讨论中
,

他们都用 “朴实 ”渐近展开式中

的零级近似作为基本流动
,

获得了非齐次线性自由表面条件
,

然后以此作为出发点
,

首先提出用射线理论处理低速物体的水波问题 与 【,

采用了类似的方法

年 圈 进一步用射线理论的渐近展开式
,

更严格的导出了色散关系与波振幅沿射线的变

化公式 但是
,

他指出
,

基本流动应包含
“
朴实刀 渐近展开式中更多的项

,

以使波动势函数满足

齐次线性的自由表面边界条件 对于文献 【
,

中采用的非齐次线性自由表面条件
,

他指

出
,

方程的左边是快变的波动函数
,

而右边是只与位势流解有关的缓变函数
,

一般无法使它们

相等 对文献 【
,

的解
,

进行了渐近分析
,

指出了这些解的问题 但是
,

由于

所导出的波动势函数满足 方程
,

齐次线性的自由表面条件与齐次的物体表面边界条

本文于 年 月 日收到

本工作是作者 , 一 年期间
,在美国密西根大学造船系访问期间完成的
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, ,

渐近展开

件
,

因此
,

在波势函数的解中包含有任意的常数因子 他引进了激励系数
,

但是
,

只有对非常简

单的情形
,

例如 薄船
,

他才求得了这一系数 由文献〔 的讨论
,

我们想到
,

既然
“
朴实 ’渐近

展开式能满足除了辐射条件外的所有的方程与边界条件
,

那么
,

为何尚需引人满足齐次方程

与齐次边界条件的波动势函数 到底是什么条件引起波动 这就促使了我们对“朴实 , 渐近展

开式进行进一步的深入研究 结果
,

我们发现了
“
朴实 ”渐近展开式并不能完全满足物体表面

的边界条件
,

由此
,

我们得到了一个物体表面的非齐次边界条件
,

它正是附加波动势函数所需

满足的条件
,

它也是波动项需要出现的原因 我们指出
, “

朴实 ”渐近展开式中的零级近似在物

体表面与未扰自由表面的交点处有弱奇异性
,

但在以后的几级近似项中
,

奇异性逐渐变强 这

也是波动项需引人的另一原因 这里我们仅讨论壁面与未扰自由表面垂直的二维情形 关于

如何确定波动势函数的问题
,

我们将在另一文中专门讨论

二
、

问题的公式表达

我们设不可压缩无粘性的流体缓慢流过一二维浮体
,

物体表面由方程

一 刀 乡

给出
,

这里 一
“ 夕 全, 口为由 轴按逆时针方向量度的极角

, 二
轴沿未扰自由表面

,

流体

流动速度 与 轴的正方向一致
,

轴为过物体内部一点垂直向上

设物体的特征尺度为
,

所有的长度用 来无量纲化 我们希望求得以小参数
。 , 一

表示的渐近解
,

这里 是 数
,

为重力加速度 设速度势为 价
, ,

无量纲量
,

则 币
,

力 满足 方程
,

这里 价也是

物体上边界条件
,

认
二

丸
,

在流体区域中
,

塑 一 。 在物体表面上
,

口

为外法线单位矢量
,

动力自由表面条件
,

这里设自由表面方程为

条件
,

价, 。 币

与辐射条件
,

。 劣 一令
‘一 价 一 币 ,

一
· ,

一 月以
,

由联合自由表面运动学条件与条件 〔 所得的自由表面

、、、厂门了、、孙
二

价 价, 价 , 价二访 一
,

在 夕 。月 上
,

访一 川 、 当 。 一 或 呻 一
。

假定 价
,

刃 与 劝 可以展开为
‘ 的级数

、,、、少︸了了、、价
, , 一 历

,
,

, 。 一 艺
。 ·价

。 ,
, 茹

月 、 一 月 二
, 。

艺
” , · ‘ ,
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展开式 称为“朴实刀渐近展开 把这些展开式简单地代人 一 式
,

可得以下的方程

在物体外
,

在物体表面

︸卜价
”币一沙
场一。苗
一

刀。又万 丁 一 中
, 少

刀, 二 一币。
二

功
二

,

一
价。
二

价
二

一粤 价
二

币子
,

一粤 一 价恋
‘

一

乙

·

〔,
。·‘

· , ,
,‘。,

, 一合‘
, 一 “

· ’ ·

‘,
。二‘。

· ,

“
,

,
,

一

这里 一 式都在 夕一

币, ,

—中
。

上成立
,

币。 一

一 中乱

,

, 、 , 、

一 下二一 气刀。甲。
二

一 尸
‘又万

价
二

一 价吕
二

一 价。
二

价
二

币。
二

卫

这里 一 式也都在 夕

价。一 二 、

, 。价
二 , ,

价。
二

, 工

上成立
, , 二 一 刀神

。二 , 刃呻
、吞。

二

价
。

‘
, ,

当 一 一 或 ”一

当然 与 式尚可延伸到 ” 的更大的值

展开式中的第一项
,

即零级近似 价
。 ,

力
,

我们称它为“二重体 ”问题
,

它相当于流体对二

重体的绕流 由式 一
,

我们很易验证
,

没有一个 饥
,

力 将显示波动性质 因此
,

展开式 并不是原始间题 一 式的精确解 我们希望获得物体后面的波动解 但是
,

由于展开式 将作为基本流动
,

它将对波动部分解起重要作用 原则上
,

问题 一

可以逐次被解出 事实上
,

对于 币。问题
,

我们可以用标准数值方法求解 设

币, 二 , , ,

这里 九幻 是复变量 二 二 妙的解析函数

令
、户产、,了、尹厂通‘主二了、了宁、

、

、

这里

, 君 一 二 。 , ,

人, ,卜令
,

兴
‘

,

这里 多尸 是物体外面的未扰自由表面 由 型积分的性质
,

将有
, , , 、 夕 ,

、气君少 一

一叮 , 了 — 忿
几一‘加 , 十旅兴

“ ,

式中最后的积分是主值积分 把 , 一 式代人 与 式
,

将有
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一

由此
,

在 一 。
,

幻 满足与
。
幻 相同的条件 而在物体表面上

,

幻 使 幻 、 幻 满

足式
,

因此
,

用于解
。

幻 的数值方法也可用来解所有的 豹 下面我们将给出确定

怡 的另一更简捷的方法

三
、

关 于 价
。
问 题

由 式
,

可知道物体后缘的驻点位置为 劝 一粤或
, 一 。 由 式

,

可以令
艺

价。 , 夕 一 价。 ,

一夕
,

从而把

价。
’

咖 二
,

力 开拓到上半平面 我们现在的目的是在物体表面的 部分上
,

算出

假定
尺 在 竺上 的范围内

,

至少有三阶连续导数
,

这里
。 ,

且物体表

面在 口

述

。处是垂直的
,

也即 粤、
。

对于二重体的表面方程
,

我们可以用下式来描

、,、、,傀气﹄勺‘,‘了
、子、‘了‘一 “ “ , 一 凳巴

。。

套
一叮 口

,

口 爪

在 口

这里

邻域
, 刀 与 刀 口 可展开为

尺 夕 尺 日, ” 十 生 少 ⋯
,

一妇十

尺 , 一 尺 土 。
,尺

, ,

一 生
,尺

·

⋯
甲

矛 、
入
—

,

口。 “ 。

由 式可知
,

在 《 时
,

, , ,

有

瓮
一 。 “ “ ”时

,

箫
一 。 的值

,

用极坐标

旦星生、 一

口 声况 口

日 价。
,

一
’

口 日 价。

尺 夕 ’ 尺
’

口 ’ ’ ,

现在用 刀
, 乡 上 价。

,

的值来表示 价
。, ,

例如
,

币。
,

口
,

口 一 价。
, 、 口 , 口 一 , 日 叻。

, , , 口
,

由 与 式
,

有

尺 一 天 一 生 人
,

⋯

·

⋯

由于 价
。

是二重休位势流的解

,

可得

因此
, ’。“足 箫

〕

利用它与式
,

由

牌竺
生

、 一 一

口 , 双 口〕 口 ’

’价。。 ,
, “ , 专

价。。‘
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这里我们利用了由 方程得到的关系式 饥
,

, 。 ,

饥 , ,
‘〔。。 一

咖。。 , 与 人。的类似于 式的展开式 由展开式

天 天 , ,

功。。
,

一 价。。
,

口 价。
, 。 价。。。 刀 ,

一 价。。。 , , ,

——臼

这里在最后的等式中
,

我们利用了 人。
, 。与 侧

,

式可简化为

色恤、 一 一

二左 口
’

,价。。。
, ‘

因此
,

对于
,

式应由波势函数来抵销

中的首项将为 。 ,

如果 “ 一
,

但
袋

。

钾
,

则 式

四
、 “

朴实
”

渐近展开的奇异性

一般
, “

朴实 ”渐近展开式的第一项 人
,

刃 在 二
,

点有弱奇异性 下面我

们来讨论这一问题

对于 价。
,

物体表面的边界条件 式可写成以下形式

了口价
。

丁 。
, , , 、 ,

‘日 一
欠落犷夕

,一 。。 一 飞
‘

叮‘“
’

兴长六策学
乙

全一 ”
·

,
· 。 , · · 几 、。 , 、

丫
‘

这里 价
。一 。

幻 由于 价
。
表示二重体位势流的速度势

,

因此
,

边界条件 式在二重体

表面曲线 了 一 凡 的 上成立 我们的目的是指出
,

为了满足条件
,

一般
。

幻 在
,

点将不能解析 把 式中出现的量在 日一 。附近展开
,

并由此可得 尺 的展开式

。 , 一 一 生 少 一 生 少 ⋯

对于曲线
,

有曲率公式

对于
,

我们有展开式

, 日 ’

一 刀 日
‘

口 尺 日 ’

尺 日 ’ 尺 口 ’ ’ ,

、、了﹄、且,‘一内
了‘、、

在 口一
,

有

一

设
。 ,

为方便计
,

代替 我们用

,

一 尺
,

, ’

作为自变量 这里

夕一 尺 日 。 一
尺

’

二 。 十 ⋯

因此
,

,

日 一 刀 日

了 尺
, 尺 。 ,

‘ ‘ “ ,夕 含
, ’

三丑毕业且星二共旦迂 一奥 料
·

⋯ 洲
工 二 万云 了吞 ,
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、声

、
产
月,﹄﹄少,‘,,、、

对于
,

有
一

类似于 式的表达式
、 、 。 。 。 。 、

一
。

一
、

日一
。

一 一 二 点

设 乙一 一
。 ,

假定

夕 ⋯
一
一

。
幻 梦 禹护 成少十 ⋯ 幼 口十 ⋯

,

则

急 店 十 互
, 斗 若,

⋯十 若, 亡十
· 、

二

把
,

式代人 式
,

并用 与 式
,

令 的每次幂的系数等于零
,

。 , , 。 、

, 二 中。
, ,

戈牛。 , 刁 一 一 又 戏 今一 几犷一戈 月
一 二石

最后可得

。
幻 一 冬价

。二 , 二。 , 一 。 ⋯ 华‘ 兀

三乙 亡 ⋯

由 式
,

可知
。
幻 的四阶导数在 。 ,

点将变为无穷大 我们找到了二重体流动势的首

项奇异项 关于 咖
,

力 和 饥
,

力 在
。 ,

点的奇异性
,

我们将分别在下面二节中指出

五
、

关 于 价
,

问 题

由 一 与 式
,

价
, 夕 也可用复变函数来表示

币
, 夕 。 , 二 力 。

令
、、了、声,,月’了吸

、‘、

,,︸

、、子二 ,

必

夕 一
, 。

一 人, 。

代替 乃
,

幻 的表达式
,

现在令

、产、,白份连己了、
了‘
‘。 一 一 今 乙

。 一 台二
,

芯

我们来考察

从 习 一 咖
二

一 咖
,

一
’

一 〔台二
’

把 式分解成实部与虚部
,

并利用 咖
, , ,

可得

人 一 价, 二 ,

一 。

一‘ “ 一 ‘ , , 一 ,
, , ”, 一合

币。二
,

,“ 一 , 〔‘
。·

一 ”, ,”

一 叻, 二 ,

斗

最后一个等式由 式得到 由此可见
,

式已考虑了非齐次自由表面条件 同

时
,

式又有 式所给出的有用性质 因此
,

复势的另一部分 幻 应满足齐次自由表

面条件

一 一 一 了
, , ,

一

函数 丫
, 夕 由 式和 二

, ,
夕 币 , , 夕 满足 功

, 夕 的物体表面边界条件 所

确定 对照 式与 式
,

我们发现 认
,

力 是 的奇函数 除了一个附加常数外
, 而
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乙 二
,

力 是 的偶函数 就是由于这一事实
,

使得在 物体表面的边界条件不能被满足

事实上
,

乙
,

力 必须满足 式与

旦上上

阿

这样 二
,

力 就完全被确定了

由 与 式
,

直接可得
,

旦鱼
刀
在物体表面

,

一 , ,

在 中的 二 ,

刃 将完全由 的 二 ,

所确定

旦鱼 在物体表面 , 口 二 ,

因此
,

在 区域
,

不能抵销

价

口

少,

的影响 事实上
,

使它加倍 也即

旦互 一 旦鱼
阿 口

在物体表面
, ,

二
, , 、。 人 山

, , 、

串 , , 一 二 二
, 。 、二 二

, 、 , 余。 、、本二
八 、

,

咖
出 刁 中 、 , 口 夕已白日出 又 , 夕工、少灯们用 〕瓦 二 四 刀毛

,

团 火 , 尹工、 , 刊以 刁、 寸七七
二仁刁

’

冷刁又 二 口 气二兀

的值 这一物体表面上的法向速度分量将最终由波动势函数来抵销 现我们来求出这一法向

速度分量

类似于 式
,

在 , 一 上的法向速度分量可表示为

旦鱼三、 一 。

万尹砍曰 丑鲤翌尘型里飞
, ‘ ,

一

丫 尺
, 尺

‘ ,

我们希望对小的 值
,

求出 斗 式右边的值 由 式
,

并把其中的函数在 展开
,

忽

略高阶小量
,

可得

几 幻 二 一 今 价
。二二 二。 , 夕劝。

二 。 ,

有展开式
。“ 二

一卜 二 兰
工

。 一
,

二 二。一 。
, ,

二 二。一 立巫丛丝
劣

, 天
, ’ 一告二 生

把 一 式代人 式
,

可得

瓮
一 。

一专
,“

。

⋯ 。 ,

价。
二二 。 ,

由 式
,

可得
” 。 一 一 价。 。 ,

由于 吕” 二。 一 价。
二

一 币。 , 一二 。 , ,一。 ,

由
·

式 币
。 二 。 ,

一

得

,

因此
,

由 , 式
,

功。
二二二 二。 ,

一 一 币。
二 。 ,

把 斗 ,

式代人 式
,最后得
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粤、
一 , 价。

二二 。 , 。 ,

“ ”
·

口

由于湿润物体表面的上限在 。 ,

因此
,

式中的量是 。 。 但在完整解的渐近展开

式中
,

小,

尚需乘以 。 因此
,

由于用
“
朴实 ” 渐近展开在物体边界上引起的误差是 扩

这里由式
,

叻。引起的误差为 。’ ,

为高阶小量

势 价
, ,

夕 像 价。
, 夕 一样

,

在 。 ,

点是不解析的 因为
。 二 在

。 ,

点是正比

于 口 的
,

由 斗 式
,

我们看到
, 石 幻 在

。 ,

点的首项奇异项是正比于 护 奋
,

它仍属

于很弱的奇异性 由于 式对于 或 都成立
,

因此
,

式也对 或

都成立
·

由 ‘ , ‘ , 与 份 , 式
,

在物体表面上箭 正比于 , , ,
·

由此可以推测在
,

点 幻 必定有正比于 梦 有的首项奇异项

六
、

关 于 币 问 题

我们可以用讨论 币, 问题的方法
,

来讨论 价 问题 设

币
, 夕 一 一 ,

假定

汤 幻 一 一 杏
二 一 。 ’ ,

艺

,

二 一 必
, ,

一 , “ · , 一 , 一 ”, 一合
了 二二“ 一 价“ , 一 , 价。

二

功。 二
·二 ·
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式的右边正好等于 式的右边
,

这里我们利用了 斗 式 因此
,

必须要求有

一 , 一 了 , ,

一

现在可用从 式到 式的完全相同的步骤
,

求得 丸
,

力 在物体表面的法向速度

里给出最后结果

这

箫
。 一 一 ’ ”’

’

万

斗 ,

门尸

—
派

夕 夕 币。 。 , ,

容易看出
, 二 在

。 ,

点有包含
,

心, 乙
’

与 乙
,

乙的首项 因此
, “
朴实孙 渐近展

开式中的项变得有更强的奇异性

我们看到 式中的首项为 。
,

但 价 在完整的
“

朴实 , 渐近展开丈 式中
,

应乘以 。
, ,

因此
,

式引起的误差亦为 。 。
,

它与 式引起的误差是同量级
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在
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,
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