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柱坐标中弱引力场的活塞问题
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摘 要

本文讨论弱引力场的恒星大气中的活塞问题
。

特别在柱坐标系中分析了

气体动力学过程
,

外加重力和坐标曲率两者对流场的影响都进行了详细的讨

论

在弱重力的情形下
,

逃逸速度与气体速度或声速的比为小量 将此比值

取为小参数
,

所有量可展开为此小参数的级数 在柱坐标中
,

零阶关系给 出

膨胀流
,

其中速度和声速减小 一 阶关系给 出外加重力的影响
,

使激波强度

减弱
,

使气体内能消耗
。

在活塞附近
,

内能的消耗克服外加重力 并 加 速 气

流 而在激波附近
,

内能和动能减少
、

以克服重力

名 己 当‘二

具有外加重力场的气体动力学在许多天体物理问题中是重要的
,

因为恒

星重力场控制着恒星大气的结构和动力学
。

比如
,

近年来引起人们广泛兴趣

的 日冕瞬变现象
,

就是太阳大气中的一类不定常动力学过程
,

必须考虑太阳

重力场的影响
。

局部的稠密等离子体或者磁通量管的运动可以驱 动 日 冕 瞬

变〔卜 〕
,

这就相当于外加重力场时气体动力学的活塞问题
。

前文中曾讨论直角坐标系中
,

弱引力场的活塞问题〔〕
。

一 般 而 言
,

除

去引力场的影响外
,

还有管道截面变化的影响
。

因此
,

本文中我们将讨论柱

坐标系中的一维活塞问题
。

这个结果对于理解恒星或行星大气中的不定常气

体动力学过程将是重要的
。

生 年 月场日收到
。
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下一节中
,

我们将给出曲线坐标系中弱引力场近似的方程组
,

以及摄动

展开的方法
。

第 节中
,

简单讨论激波间断条件
。

柱坐标系中的基态解和扰

动解分别在第 节和第 节中讨论
,

最后一节将比较直角坐标系和柱坐标系

中活塞问题的异同

弓 摄 动 展 开

对于一维气体动力学过程
,

可选择如图 所示的坐标系
。

在恒星大气中

的局部运动
,

将 “ 取在恒星半径的方向
,

原点在恒星的中心
,

这时
,

一维气

体动力学方程可表示为
二

口
, 二 ,

—

”

尸 石瓦
一 尸口 了 ” ,

拼

劣 么

一戈沙一义
、、

如一份面工
·

、 ⋯ 夕 、
百八万厂 十

“

盯火了
一 ”

·

其中
, , 。为局部区域中气体的密度

,

压力和速度
,

是多方指数
,

为引

力常数
,

拼是傀星质量
。

上式中 为表示坐标系的参数
, 。时对应于直角

坐标系
,

为柱坐标系
,

为球坐标系
。

若不计引力项
,

方程 一

退化为纯气体动力学方程组
。

由此方程组可组建两个具有速度量纲的量
,

即

气体动力学中常用的

“ 一手
和由引力引进的

。。 一 、

擎丫 ‘凡

故方程组 一 中的变量应表示为雪和。口的函数
,

而不仅是占的函数

引用下列无量纲量
口

—
,

—
, 二

—
,

—口一 一
。 口一 戈

其中下标来表示典型值
,

例如 为恒星半径 上标 表示无量 纲 值
,

为了简

单
,

在下边的讨论中将省略此符号 声速 。 亿石 万
。

对于弱引力场的情形
,

引力项相对于方程 中的其他力为小量
,

引进

无量纲小参数

拼

戈 若
《 ,
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对于等嫡流动
,

一

百

无量纲方程组 一 变为
一 口 、

砂

令 一 十

—
、 十

—
】

。

艺 戈

口 。

一凡二一 二一十
, 一一二 不

‘

一二
一

劣 一 劣 ‘

坐标系的影响包含在 式左瑞最后一项中
,

根据摄动理论
,

将速度和声速展开为
口 》 ￡ ‘ , ⋯

而 弱引力场包含在 式右瑞

气 、 ￡ , ⋯

这样
,

基本方程组 和 的零阶关系为
‘ ’ , 。 、 《” 一

。 、 ‘“ ’

一苏了 刀
’ “ ‘ 一一万一 , 一

一
二 一

’ “ ’

一 一
一

一
口 , ‘ 口

‘“ ,

,

己 ‘们
, 。 、

己口 呢”、
, ‘ 、 呢。、

一
‘

一
’ “ ’

一一了一 一 一二一一一二 、 “ ‘

一
可 一

一 戈

零阶关系的解可由黎曼流给 出
,

‘ ”’ ‘“ 雪

即
。 ’ 口 “ ’ 占

其中的 舀为无量纲量
。

这样
,

和 式化为
。 ‘。 , 一

等
一 等
击一等

一 。,

一
, 。 、

一万
一“ ’“ ’

又
口 ” ’

占

在平面活塞问题中
,

匀速运动的活塞前面的流场是均匀的〔 〕
’” ’ 常数

, ‘。 ’ 常数
,

并有激波将均匀流与宁静背景分开
。

类似地
,

一 阶方程可写为

川
, 、 《‘ , 一

, 。 、

川 川
一
夕 一一 十

’ “
’

一一下 , , 十 一一又一
,

”
’

一
」

‘一一 十

—
‘ 口 乙 义

,
二 ‘。、 一

, 、

口 ”
’ ,

一万 , 一吮 , 二 ’ ‘ ’

口劣 ‘

心 ,

一刁妥一

《

—
戈

,

川
‘ 。 、

口口川
, , 、 砚 , , 》

川
‘

川 《

下二一一 口 、 夕 一百二 、

“
、

一不 , 一一

—
二一 十 一

, 一一二尸 下一

一 一

戈

与以上类似
,

可得到更高阶的方程 利用零阶关系
,

方程组 和

可简化为
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《 ,

”‘“ 雪
。“ 协

百亩一
二于 。

‘。 ,

旦典里
一 丝丝竺、

乙 劣

,
。 ,

雪
二二里 《

,

号爹臀立
, 。

沙“

扩
”‘。 ’ 占

沙 《 ”

一百歹一
’“ 占 川
一 一

一

万一

一
, , 口 ’ ,

川
‘ ,

口 ” 吮 二一 十

—
一
丁 一

互 一 省
’

一才
一
一护
一

这个方法表明
,

零阶方程 和 是非线性的
,

而所有的高阶方程组皆线

性的
。

量纲分析得到
,

一 阶解应是 雪和 的函数
、

我们讨论下列形式的解
‘ ” 君

,

叮 君
, “ ’ 雪

, ”夕 蜜

由 和 可定出

阴 “ 一 , 二 一

因此得到
·‘ ”“

, ‘,

架
,

一 “
, ‘卜兰是丝

利用上式可将方程组 和 。 化为

夕 , , 二〔 ‘”’ 省 一君〕夕‘ 君 二共
‘ , , 占 ‘ 省

‘

一 口 ‘ ” 口 ‘” 、

了
, , 、

宁 一一万一 气一 下一下一 宁 一一花 ,一 习 气 , 十
‘ 白 自

一 ‘。 ’ ‘ , 。 、

十 户一二一二 弋

了
,

一

‘。 ’ 君 , 占 〔 ‘” ’ 省 一占〕‘ 占

‘“ , , 、 口 、 八
, 、

十 , 兮 一二
,

一一下一花 , 气 十 毛 一 了一艺一 一 夕 气 夕 一 下下
一 当 、 自 自‘

一旦给定
“ ’ 豹和 。 ’“ ’ 劫

,

就可求解方程 和 对 于 平 面 问题
,

墓态可得到分析解〔〕 但在柱坐标系中
,

不易得到基态的

分析解
,

本文中将具体讨论这种情况
,

如图 所示

对于每一阶方程组
,

应给 出两个边界条件
,

我们 曾在前文 〔 〕中具体分

析
。

对于匀速的运动活塞
,

其轨迹为 君
,

则速度边界条件为
。 二 , ‘一 ,

或者利用 和
,

它给 出
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” ‘“ 、

另一边界条件为激波阵面占二 舀
。

处的跳跃关系
。
兰
一

犷
一 孟少奈

鹿‘一鱼一 口 一
十

一 八
‘

—
十

—
吸一 ‘

,‘

其中 口为激波传播速度
、

类似地 其零阶和一 阶关系分别为

口洛
‘“‘。

’

一 吕
,

户‘
。 ’ 一 , 。

概
“《。 】 一 孟

,

” ’

一
。
、

一气一二 十 一二一一 二 厂二苛不 ,
上 口

’ ” ‘

己
和

—
,

燕一二 下 , 吸口
口 ’“ ”

‘“ 孟攫卫上,

夕‘ ,一一
气

‘” 口‘“ “

卫卫上了
节

乌冬、
廿 、

’

孟‘ ,

「 一 、
一 , 一一二

—
吸万‘石、
、口

、 “ ‘

口《 ’

‘ 、

其中下标 “ 和 分别对应于激波阵面后边和前边的值

声速关系可表示为

。 、。 ,

丫
,

‘ 、

。《 , , 三
‘ 协

‘川牛、烈琪
一、

,

’ “ ’ ’ “ ‘

利用 和
,

我们有
“‘
。 ’

夏六
一

评 “一
“

旱
一【一

‘ , · 粼
“
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口止 ’
口 二

‘

二 竺 一

。 ,

。 。 魔“ ’“一 。

一 一竺 一 旦二竺
一 ‘“ ’“ ’。 ’

‘

而条件 和 要求

川
‘。 ”一 丢口二”

‘订 加汀了刃砚石严
’

由
,

关系式 和 给 出激波阵面上函数了匀和 豹之间的联系

君 雪
。

其中

荟。 《 ” 一 芳
— 一千汀布

—
吸 , 二二 】

— —
甩端 六 犷 ,

口 刀‘
“ ‘ 、 ’ ‘ 口 ,

”

俘上、
‘“ ’

一 。

—
端 万下

艺 以 ’
’

‘。 “ 一 孟
‘“ 孟

这样
,

边条件 和 可用来求解一 阶方程组 和

对于高阶方程
,

也可以类似地导出一个活塞边条件和一个激波边条件
。

圣 基 态 解

用叠代的方法
,

对边条件 和 求解基态方程 和 在激波

前气体处于静止
,

速度为零
。 二 。

给定激波前的声速后
,

就可以 求解
,

讨

论三种情况
,

即

。弋
一 “ , “ , 。 ,

这些解表示在图
、

和 中
。

在平面活塞问题中
,

活塞与激波间的速度和声速皆为常数〔〕
。

但在柱坐

标的问题 中
,

它们随占的增加而减小
,

图 一 中
,

声速几乎是常数
,

它的 值 比

平面活塞的值小
。

但是
,

零阶速度明显地减少
。

另一方面
,

柱问题中的压缩

流动区域比平面活塞问题的要窄
。

零阶流场的典型值可列如下
‘“ ’

清
。 ’

叫 “
’

弓
“ ’

口‘

声
“ ’

,

,

,

孟“ ’
。声。

’

‘“ ’

。声
“ ’

孟
“ ’

。姿
“ ’



© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

柱坐标中弱引力场的活塞问题

其中下标 和 分别表示活塞和激波阵面的值
,

而 一 的结果相应于由

所给定的情况
。

利用这些数据
,

由 就确定了系数
,

它们分别是
, ,

这样
,

我们就可求解一 阶方程
。

荟 扰 动 状 态

一 阶方程 和
,

以及边界条件 和 是线性的
。

我们将柱问

题化为下列两个基本解
, , 夕 , ,

夕 , 一护一一

, , ,

牙牙无厂
、

和
, 了 , , 口 ,

“
‘ 、 ” ’口 “ 一 ’

礴穿
, 夕 ,

七了
, ,

这样
,

活塞问题的解是这两个基本解的线性组合

厂 睿 君 君
,

谧
七夕 省 夕 占 雪

,

其中常数 由 式确定

立 省
, 一 , 雪

不元祛乃二了 省
。

利用这种方法
,

每个基本解 或 的两个边界条件都给在活塞上
,

因此

便于求解

在图 一 中
,

函数 豹和 豹的剖面分别用实线和虚线表示
。

这 些图清

楚地给 出引力场对流场的影响
。

激波强度为 ‘” 功 “ ’ 若
’‘ ’
为 正

,

则

激波强度将增强 反之亦然
。

根据关系式
, ‘ ” 与。 ” 同号

,

所 以也与

“ 同号
。

对图 一 所给出的情况
,

都有 占
。

因此
,

在柱面活塞 问题

中
,

引力场使激波强度减弱
。

这个结果可以和平面活塞的情况 比较
。

平面活塞

问题中
,

外加 引力使激波强度改变微弱
,

如图 所示
,

省 二 。 另外一方

面
,

函数 幻单调地从活塞占二 处的正值减小到激波省 省处的负值
。

与平面

活塞的情况类似
,

这个结果意味着活塞与激波之 间的气体内能被消耗了 函

数 幻在活塞处为零
,

然后略微增加到最大值
,

再下降到激波处的负值 所

以
,

气体先加速而后减速 在活塞附近
,

气体的动能增加 在激波附近
,

气
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体动能减小
。

综合这些结果
,

气体耗散内能以克服重力场并在活塞附近使气

体加速 而在激波附近
,

内能和动能都耗散以克服外加重力二

圣 讨 论

本文中我们特别分析了柱坐标中的活塞问题
,

可以将本文的结果与平面

活塞问题的结果〔 〕相比较
。

如图 所示
。

本文的激波较小
。

在 所 给 出的

三个例子中
,

平面活塞问题的激波速度分别 是
,

和
,

。 而 柱

面活塞问题的速度分别是
‘ ,

和
。

这表明
,

当流动截面 相 对

地膨胀时
,

气流的速度
、

激波速度和激波强度都比平面活塞问题的值要小

在不 同的坐标系中
,

零阶关系的差别就决定了一 阶关系的差别 从能量的观

点看
,

在直角坐标和柱坐标系中能量守恒的趋势是相似的
,

即在活塞附近耗

散内能以克服重力和加速流体
,

在激波附近内能和动能减少
、

以克服外加重

力场
。

但是
,

在平面问题中
,

活塞附近气体的加速和动能增加要比柱面 问题

的大 而激波速度在平面问题 中变化不大 但柱面问题 中有明显减少
。

进一

步讨论球面活塞问题将是有意思的
。

再讨论柱坐标系中边界条件对活塞问题的影响
。

典型边值也可以给为
。 , ’

常数
,

卜
,、 , 一常数

它相当于零阶条件
。 。。 , 一 , , 。 , 一 , 、

一 ‘

和一 阶条件
,

一

零阶解与 中讨论的相同
,

但一 阶解不同 图 一 给 出对于边界条件

而言的方程解
,

它表明
,

函数 幻和 豹都随占的增加而单调减少
,

并 且 对

所讨论的三个例子都是负的
。

动能和内能一样
,

都耗散以克服重力 外

加重力场还使激波减弱
。

应该指出
,

由于 省
,

和 信 的取值固定了
,

给出

两个活塞边条件 以后
,

激波阵面上的跳跃关系不易满足 讨论不包括激

波条件和应用到无 限空间中的相似解
,

它不仅容易引进奇点
,

而且会给出动

力学过程的不 同物理 图象

外加重力场对恒星和行星大气的动力学过程有重要的影响
。

需要逐步地

进行研究
。

本文分析了此基本过程
,

给 出了外加重力场的影响
,

与此同时
,

还分析了坐标曲率对流场的影响 进一步讨论强重力场
,

以及二维流动的影

响将是很有用的二
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, ”

卜 一
。

三
了汀

谈二之
‘ 一三勺︵芝枯
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之歹 万
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‘一一

图 基态速度和声速分布
,

其呼,。 口 ‘ ’

图 基态速度和声速分布
,

其中 ‘ ,

一一一 一 一 一 一 一

︵忿

勺卜

︵召七︵匀岑

之

图 基态速度和声速分布
,

其中。 ,

函数 “ 和 “ 的分布
,

其中 。 “ 。
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柱坐标中弱引力场的活塞问题
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、、、

奢
︵口协卜
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图
一

函数了“ 和 幻的分布
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其中

右

图 函数 传 和夕传 的分布
,

其中 口 吸
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、、“一 , , 、
, , 肠

一 口一一一一二 一二 , 乡 ,

, 砚舜概
肠忽宁︵忽今

平面活容问题与柱面活密问瓜的比较
,

映

之

其中 口 , ‘

阳川图
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一匀示
‘︵切卜·

︹劝︵忿兮

乙
图 满足边条件 时函数 和 的分布

,

其中 ‘ ,

图 满足边条件 时函数了和 的
分布

,

其中 》 ‘

言

八忽’︵忽

夕少

亡

图“ 满足边条件 时函数 和 的分布
,

其中 口 ‘ ,


