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提要 本文采用 朋 和 。、。加
〔” 的混合线性硬化材料塑性本构关系

,

求得

了平面应变与平面应力状态下 型定常扩展裂纹尖端附近场的渐近解 咭。

和 比

淤
‘ 」 的结果相当于本文解当混合硬化参数 召一 且略去二次塑性区的情况 本文的数值计

算结果表明
,

混合硬化参数 月对尖端场的应力应变分布有着显著的影响

在断裂力学中裂纹尖端场的研究与断裂准则的研究是密切联系着的 对于静止裂纹

情况
,

线弹性断裂力学中以应力强度因子为幅度的
一

场引出了
一
准则

,

弹塑性断裂力学

中的以 了积分为幅度的 介场引出了 去准则 对于扩展裂纹情况
,

目前已有的理想塑性材

料尖端场的解正在导致裂纹扩展的新的准则 对于线性硬化材料
,

和 山

、 曾得到 型与 型定常扩展裂纹尖端场的解 但这个解没有考虑二次塑性区的

存在 此外
,

这个解中假定材料的硬化是各向同性的 而实际材料却是具有鲍氏效应的

混合硬化 或称各向异性硬化 本文中我们采用 朋 刚 和 、。 侧 的混合硬

化材料塑性本构关系
,

研究了尖端场的分区结构与区域间交界线处的连接条件
,

得到了线

性硬化材料平面应变与平面应力状态下 型定常扩展裂纹尖端场 数值结果表明二次塑

性区不可忽略
,

而且材料的混合硬化参数 夕对尖端场有显著的影响 本文中平面应变的

结果曾在 中做过简要介绍

一
、

本 构 关 系

在 朋毗 胭 和 水叮 提出的各向异性硬化模型中引人了残余微应力张量

伪 , ,

它代表屈服面中心在应力空间中不断变化的位置
, , 一 。外

木文 年 月 日收到 曾在 年北京国际断裂力学学术会议上宣读
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其中 一 。 动 是与应力状态及变形历史无关的材料的单一曲线
,

而 。 一 粤
。 ,

‘,

‘

此处及以后对重复的拉丁下标
, ,

交从 到 取和 文献 还假设塑性应变率 蟋 与

主动应力偏量 麟 之间满足下述关系
, 。

式
, , , 。

己 声一 二丁 二了 。 一 匕 一
七 夕

乙 ,

其中 一 从成 是另一条材料的单一曲线
,

这里

成 一 音
“

竺 竺 旦 。

。咨 , 一 口 ‘ , 一 万
口麦友 ‘, 一

一 粤
“‘占‘ ,

口 少 『 了一
,

氏 和 成 分别称为主动应力及等效主动应力

生劲
一一几

则 式又可写为

蟋 一 免于忠

当材料单向拉伸进人屈服后
,

我们定义
气

、 。

火
。 ‘ 一 万 ““

少
‘ 一 吓

并且假定 夕是常数 利用图 给出的线性硬化材料的单向拉伸曲线可以确定

一 夕
, 左 一 夕

其中 斌 一 一
,

一 瓦 表明
,

’ 和 乃 从式 这两条材料

曲线对于线性硬化材料变成了两个材料常数 由 两式消去 鲜 得到

乃 一 夕

尹的两个极端值 和 。分别代表各向同性硬化和理想鲍氏效应

二
、

基本方程及其变换

对 式求时间导数有
。 。 ,

一 丁
‘, ‘ , 几

‘‘奋口
口叮

丁‘ 」 凡
主 塑性区

。 卸载区

二次塑性区

图 线性硬化材料单向拉伸应力
一
应变曲线 图 座标系及裂纹尖端的分区
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由 , 和 的时间导数有

沙了, 一 沙 , 一 ‘外

将 代入 并利用 和 可得到

沙 一
音““态沙洲汀 ,

令
,

为原点置于裂纹尖端并随其移动的笛卡尔坐标 图
,

裂纹沿 方向扩

展 用 叮 和 兰 分别表示应力张量和应变张量
,

了 和 点 分别表示应力率张量 夕 和应

变率张量 亘
,

则 了 的极坐标分量可借助于应力率函数 沪 表示为

、 口沪
,

口公
沪 厂 , 口 、

户 、 口 厂 口‘ ,

、 、。 连 、

丫
,

一 二
一

二 舟畏
,

夕初 一 于今
,

扩 一 一 于一 一 咬七 弋乙勺
口 刀 口 公‘ ” 一

口 “

“
一

己 、 犷 口日

岌援赫
。

一丫 的分量则可借助于速度矢量 的分量

一 巫
,

刀 , 夕

才
口刀 ,

月

—
才叭一口一口

一一才

参照 和 川 关于各向同性硬化的结果
,

假设应力率函数及各有关量的

主 奇异项为以下形式

中一 月 。 ‘ ‘ 。 日

酬
, , , 厅尾

、

一
。 ‘ 一‘ , , , 。

〔 夕

笼, , ,

工
,

合‘ 一 才
。 ‘

艺 , 口
, 艺 , , ,

。 , 。 一 刀 。 , ‘ 。 ,
人

。
合

。 ,

一 汪 。 ‘ , ‘ 。 口
, 。 日

才
, , 一 左 。 , 一‘必

, , 日

。 , 一 刀 ‘

口

式中的 “ , “ 为位移矢量 。 的分量 出现于式 至 右侧的
。

是幅度因

子
,

是奇异性指数
, , 一 了 及式右所有 的函数都是待定的

,

而
。

则无法

在局部解中给出
,

它将留在全场解时确定

以下推导的公式除特别指出者外对于平面应变与平面应力均适用
,

只需注意当 左或

之一 日只有一个等于 时
,

艺 , 日 一 , 口 , 一 石 , 价 , 口 三
,

此外
,

对平面应力 艺。。 日 一 , 。 二
,

而对于平面应变 一 沙 乡 二

山 和 并利用 和 夕 有

艺。
一 令

, ,

,
了 ”’

, 。 一 吞夕 , 。 , ,

利用 和 由 可得 钾
、 。。 和 日 ,

然后由坐标转换得到
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, 乡 , 了 · 。 口

尸 口 口 十 ,

乙
‘

乡 了 ,乡
· , 。

一 ,
· , 乡

· 。 口 夕 ,夕 舀
’

﹄

、里、

、,产
口

了、尹,户寸少
口

口 一 日
·

白 口

一 日 一 王 污
·

台臼

利用 和
,

由 得

必 一 ,
·

日 。 乡 一

价 乡 一 , ·

力。

价 日 一 二 生〔乙丫 ‘ 一 日 一

夕 乙口

人 口

。 乡 。 口 ,

·

’ ,

。
一 左‘乡 ‘ “ 」

在
、

中及以后
, ,

一 兽
, , ·

创

将裂纹长度的增量作为时间参数

一

日〕

在定常状态下对任何标量或张量场 有

兽 一
睁

旦
戈

对于应力张量
、

应变张量 互 以及位移矢量 夕
,

分别给出

口艺 , 口 一 ‘
·

。 日艺、, 口 、 日

日 , 一 , · 。 乡石 , 沙, 了

‘ 口 一 , 。 。 乡 。 口

吕口 了 。 人。 口

、

各为四个方程 这八个方程中有三个在将 约和 代人它们后可积

分为以下形式
万 一 口

·

九 。 夕召

刃 一 一 ,
臼 十 口石臼

、、

一 一
。

还有三个方程
,

即

万 口 一 了

万 口 一 了

石 一

日
·

艺 , 口 , 乡

乡
·

刀 口 沙 刁 乡
·

石 价 叻
有待用数值方法求解

塑性变形的不可压缩性要求满足

一

或

必 , 乡 一

一 护

艺 , 日

一 ,
,

其中 , 为泊松比 以上两式即所谓体积变形律 和 中还各有一个方程
,

即

万弘 , ·

夕
·

艺 , 口 口
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烈
, 日 一

·

日
·

石 沙。 日 口

在平面应力状态下
,

显然 恒满足 此外
,

可证明 夕 相对 和
、

中

其它各式不是独立的 对于平面应变状态 恒满足
,

同时可证明 斗 对于 和
、

中其余各式不是独立的

利用
、 、

币
。

又。 一 互

和虎克定律由 式给出

日 , ‘盆切 日 , 一 着
‘ , , “ ,“

丸田

典
, 。 。 少

匕人

此处及以后 产 取 或 。分别对应塑性加载和弹性响应
,

对重复的希腊下标 几、 。 、 , 从

到 取和 注意到 和 工 ,

用角分布函数表示 斗 有

二
、 妙 。 , , 、、

了
、

、。 , 。 、 。 。 二 、 。 、

, , 口 一 一 兰 乡竺 艺
尹 , 一 令 于 艺 口 侈, , 一 ,

二

、 一
一

五

、

、 、

和 为平面应力间题的六个支配方程
,

六个基本未知函数是
。 口

、 。 、
五。 口

、

艺 , 、

归 和 日 由体积变形律 确定而外应变
,

日 一 。 一 一 沙

艺 , 二

平面应变间题的支配方程为
、 ,

不平
,

六个基本未知函数是
。 、

君。 日
、
人。 、

艺 , , 日
、

艺 口 和 佃 可由 式 其中令 石 臼 一 。 解

出
, 。 、

一 沙 一 , 。、

七 又口 。又以少十 一 二厂 一 乙 友友又 夕
五

所有支配方程中的
, 。 夕

、

沙 翻

和
,

均通过
、

和 利用

和 或 用基本未知函数表示 而平面应变时要用到的 气 可由
’

式

其中令 沙 臼 一 和 式解出
了 日卜 一 “ , 一轰攀肠

“ “ ,

要得到位移角分布函数
。

的 和
。

则须将 式与六个支配方程一同进行

数值积分 但是如果只关心裂纹两岸处的位移
,

则
。

动 和 拭 劝 的数值可由 式

令 一 、 而得到

。 二 , 。 二 一
‘ , 、 , 、 、

—
人 又兀少, 气介少了

其中 幼 动 和 机 劝 由数值解给出

三
、

边界条件和区域连接条件

由对称给出 日 一 处的边界条件

乙 一 一
。

一

假设在裂纹两岸没有外加载荷
,

在 一 , 处应有
。 二 一 二 一

预计裂纹尖端的分区情况如图
, 。 为卸载边界

,

为二次加载边界 用 〔

物理 准 过区域交界线 之间断 硬化材料必须满足的基本连接条件为

表示
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。 , , 。 , ,

由平衡和位移连续可导出连接条件
。 口 一 。

〔人
。

二次加载边界 的位置由下式确定
, 夕 。 。夕 。

·

在卸载边界 , 除
、

外尚须满足附加的连接条件

韶
。 一 时

, , 一

其中 式尸 和 式 ￡ 分别表示取 。 的塑性区侧和弹性卸载侧的值 臼 称为卸载

边界定理 因篇幅所限
,

以下仅给出该定理证明的梗概

采用 由区域交界线 的平行曲线族及其法线族构成的 , 一 , 正交 曲 线 坐 标 在 上
。 ,

平衡和应力连续要求

。, 〕一

瓮
一 〔夕二 ,一 〔夕二“产

位移和应变连续要求

省
, ,

或 才丁 一 〔才乳

此外
,

显然有

〔夕 〕一 对平面应力

【才 或 才熟 一 了晶

根据塑性区和弹性卸载区的性质显然有

对平面应变

、‘‘‘

李由

又 、
, 。一

又 。

人岭
沙尸

〔 〕。 一 一
。 ‘ , 一 一

。 尸 ,

一态
, , 。, 、

‘ 刀 巴

在 , 取间断为

‘息
。 一 ‘ 。子六一 一炭先‘日 。 ,

‘ 亡

一

将 代人 后在 。 取间断并利用 得

沙夕
。

卫

—
杯子

, 一
‘ 巴

〔沙 了 ’。 蚤
沙尸 ,

·, 一

利用 夕 、 、

和虎克定律以及
,

经过一系列推导可将

式

化为如下形

【沙夕 、 一
·

沙夕 、 或 时
。 。。 一 沙夕肠 ,

其中

人娜
于恋

,

兰 平面应力

器 汁石〔鱿 ,
’ ““,

‘

’

十
一

里一、
式 榭 十 粤 平面应变

二 一 沙 , 左
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显然 恒为正
,

所以 十 又因为 沙到 砂 , 钱
,

刃 尹
。 李 。,

故由
·

只 可

能导出结论

好
。

一 时
。 , 一

四
、

弹性卸载区的解

由 于裂纹的扩展
,

一般在裂纹尖端场中将出现弹性卸载区 将 代入卸载区的协

凋方程 侧沪一 。,

可得到
。

因 的四阶微分方程及其包含四个待定常数
, , , 乡。 ,

么

的通解
。

一 一 , 一 日 , , 一 日

乡 了 一 , 一 口 乡 了 , 一 口

在卸载区中
,

应变率与应力率之间服从弹性关系

‘ 一

告‘‘ ·
,沙

了

一
厅‘““ 厂

‘

将仍 用角分布 函数表示并利用
,

得到卸载区的基本方程
、 · · 。 一 日

·

日 一 , 日 二 ’ , 乡 石
’

, · ·

为。 。 日
·

人 一 , 日 一 , ’ , ‘

乙日 , ·

口 白 了 · 。 一 乃 口 , ’ , 乡 石
’

其中

厂 一 嘴
, , 、 石

、刀 戈 一
,

百

石 一

平面应力

平面应变

由以上三式可解出
。 口 一 一 , 汇

,

一 二 一 日 日

一 二 一 口 十 日

, 〔 、 , 一 日

占 , 二 一 日 , ’ ’

,

一 , 一 一

了 一 二 一 日 一 一
‘ ’

。 日 一
, 、 一 二 一 日 白

一 右, 一 二 一 夕 , ‘ ‘

, 二 一 日 口

一 右 、 二 一 白 , ‘ ‘

、 、 一 二 一 乡 一

一 。 日 了 一 , 一 口 一 日 一
’

石
‘

将连接条件 用于 。 可得到确定
, , ,

和 的四元线性代数方程组 各应力
、

应变角分布函数均可通过
、 斗

,

和 乃表示为 日的已知函数 将 和 的代人

则得到 艺 , 日
、 刃 和

、,

对于平面应变情况
,

将 其中令 那 一

代人 积分并利用 , 处 凡 的 连续的条件得

么 日 一 , , , 一 , 一 日 一 口
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西 , 一 , 一 一

三旦旦丫
, 一 。 , 。,

一
, 一 , 一 ,

口户

占 一 , 一 一 口

利用在卸载区塑性应变 蛛 仅为 的函数的性质以及卸载边界 ,

条件可得

处应力
、

应变连续的

万 , 、 乡 一 一
。 , 艺 口 , 艺

十 丝吐丫
, 。, 一 。 。 。, 一 。

口尸

一 , 刃 , 一 一 , 刃 一

, 一
会‘‘ ·

,刃 “ , 一
刃 ,

丫 「
月

—
戈

日 ,

。 一 一
士〔‘ “一 。

一
, , 。尸 一 。

一 。 〕

夕 一 十 ” ‘ “ ,

器
‘

“一
”, 一 至宁

艺 “一 , ‘
·

“ ,

对于平面应力情况
,

需令 和 中的 凡 一 。,

此外
,

还可得到
, 、 , , 。 、 ‘ 一 , 。 。 、 公 。 , 八 。 、

“

一言“
二 二

又嚣瓷少 “ 一 言万二 ·

一 ”全 ‘
·

’

至此
,

我们就求得了卸载区的封闭解

将 和 用于 。 ,

由弹性卸载区的解可给出
。 、

臼
、 。 、 。

以及

各应力
、

应变角分布函数在 一 , 一 日
,

处的值作为在二次塑性区求数值解的边界

条件

五
、

数 值 结 果

用数值方法求解在第二节中导出的支配方程是一个解常微分方程组 的 两 点 边 值 问

题 边界条件由 口 处的 和 二 处的 组成 本文采用了与 〔 类似的方

法求解 有人称这种方法为 饱
‘ ’

在 和 “ 两处
,

支配方程
、

和 或 等式右端分母为零
,

这就给数值解带来了新的问题 对 一 处的困难仍采用与 相同的方法处理
,

由于

本文考虑了二次塑性区
,

所以带来了上述 口 , 处的新困难 我们首先采用函数变换将

在 日 一 , 处为奇异的基本未知函数 凡
, 、

和 凡 或 几 变换为非奇异的函数
,

变

换后的导函数奇异性减弱 对变换后的方程奇异性进行的分析表明
,

在 二 一 处 。

为一小量
,

例如
一

积分步长至少应比 小一个量级才能保证积分结果的可靠性 为

此
,

我们采用了控制精度的自动变步长四阶
一

法进行积分 对本节将给出的

某些典型算例曾采用三种不同量级的精度校核了结果的可靠性

除各基本未知函数外
,

主塑性区角 , 和二次塑性区角 日
,

也是未知的
,

它们分别利
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用条件 和 在数值解的过程中一同被定出 和 以小于
一‘ ,

的误差被

满足
,

平面应变的某些数值结果列于表 图
、 斗、

分别给出当 一 伙 ,

尽一 和 。

表 平面应变 沙 二

召 户

。

口了

﹄︺门

一
—

阵, 三止巨二二三二庄二工三二

、、⋯⋯
一

拼
’

⋯公 ⋯⋯⋯川甘砚
‘二竺二兰竺址止二竺竺竺兰土生少 一 。

·

’“
·

弓、 ‘ “洲
圆括号中的值取 自文献 不 」,

是忽略二次塑性区的结果

。

公
才二‘

,

一一
‘

。

形
‘

彩今 ‘

月哭

卜”

尸巴言 刀亡

犷 止〔之

让 万了 厉 名

图 等效 胜动应力的角分布曲线 平 口应变

了

图 斗 应力分 量的角分 布 臼线犷 ’旧 应 变

时等效主动应力
、

各应力分量和塑性应变率分量的角分布函数曲 线 为
一

进 行 比 较
,

和 北 川 忽略二次塑性区的相应结果也同图给出 图 表明
,

对于低硬化

材料 例如 一
,

等效应力的角分布与〔 的结果差别显著
,

这意味着文 由于

不考虑二次塑性区而低估了塑性应变 表
、

和 斗 给出了平面应力的某些数值结果 图

给 出 了 产 平面上按有否二次塑性区所作的划分 它表明 川忽略二次塑性区 相当

图中 声一 对于除 很小的情况外是合理的 一 的应力角分布曲线示于图 和

表 奇异性指数 。 平面应力

尹 。

日
,

日 丁

切

口

一 斗

苏

一 了

【〕〔

一 斗 了

一

一

一 口

一

一

一

一 了呼

一
。

斗 斗

一

一

一 斗只弓

一 〔巧

一

万

一 魂

一 斗

一 不 斗

一 多
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王熊
’户 ‘ , 犷“ 。“

‘盈,卜‘

氏

‘“

厂了从仗

肠叫

、、、,润
,,,

认
、、

龙一
二

·

人
哄丁

。引
。

耳
卫乙匕尸

。

卜
, 尹‘ 一 几 一二 〕三鬓聋斟

一 丁
、

、 、 ‘ , 丁一一二一

‘
·

夕

嘴、
刀

图 塑性应变率分量的角分布 平面应变 图 拌
一

平面上的分区 平面应力

—有二次塑性区 —没有二次塑性区

—对这两种情况的分界线的估计

表 主塑性区角 日, 平面应力

犷叹
·

⋯
一

⋯
。一

⋯
。一 。一 。一

⋯
。一

———————
。

·

弓 ‘
·

‘ ‘
·

斗 ‘
·

‘
·

, ,
·

‘。,
·

“

。
·

‘
·

‘ ‘
·

‘
·

‘
· 、

‘
·

‘ 弓

。
·

’ ‘
·

名 , ‘
·

’
·

斗‘斗 ‘
·

” 之
·

斗
·

“ ,

‘
·

。‘ ‘
·

。 ’
·

’ ’
·

‘
·

歹
·

。
·

‘ ,

表 二次塑性区角 口 平面应力

三二二立 ⋯止⋯上⋯上上二⋯止口
·

。 。 。 。 。 。

·

。 门 。 。
·

‘, ’一 ’ 。

·

‘ 。 。
·

’ 火 ‘。一 ’ 。

。
·

‘
·

, 丫 ‘ 一 , 。
·

‘ 又‘ 一 ’ 。
·

“ 又 ‘ 一 。
·

又 ‘ 一 ’ 。
·

’ ’ 一‘ 。
·

” 火‘ 一 ,

图
,

塑性应变率角分布曲线示于图 各向同性硬化 月一 的各曲线在所给标尺下与

〔 的相应曲线难于区分 图 给 出了以 。 为参数的 二 一夕 曲线 随 夕值的减小曲

线迅速上升
,

这表明裂纹尖端张开位移值强烈地受各向异性硬化的影响 对于平面应力

间题
, , 值只影响弹性应变而对 , 、 、

日
,

以及应力场和塑性应变场没有影响 更详细的

研究表明
,

各向异性硬化参数 夕还可能影响扩展裂纹尖端场的构造 例如
,

对于平面应力
,

的情况
,

在 夕 的范围内
,

尖端场中明显地存在着二次卸载区和三次
塑性区
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户户户
‘‘ ” 。 “ 。

丫丫

凡若户
口

竺

么猫户“

八嗽日川么,

声户
‘ 氏‘ ,

叠
一

一

一

一
。

口

图 等效主动应力 和剪切

应力
, 。 的角分布〔平面应力

图 应力分量 久 和 。。 的角分布

平面应力
, 右 面的标尺对于 月

熬

几卜龟、、、
一

戈,气了
仁并「掌

王 汀一厂
、

长二卜 、
四

长勺苗

羚
而

劲
,‘夕卜

一一

“ 二 弓

斗 ‘ 旧

图
‘

塑性应变率分量的角分布

平面应 力 , 右标尺对于 月二

图 裂纹岸张开位移角分布函数值随各向

异性硬化参数 月的变化 平面应力

六
、

结 论

二次塑性区的存在对于平面应变问题是不可忽略的 对于平面应力问题的大多

数情况或不存在二次塑性区
,

或虽然存在二次塑性区但对扩展裂纹尖端场的影响很小

各向异性硬化效应 即鲍氏效应 对扩展裂纹尖端场 平面应力与平面应变 的特

性有着十分显著的影响
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