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弱引力场中活塞运动的球对称解

唐 泽 眉
中国科学院力学研究所

提要 本文研究在弱引力场中活塞球对称运动的气体动力学过程 取特征重力逃逸速度

与流休质点运动特征速度之比为小参数展开
,

零级近似是活塞运动的普通气体动力学球对称

间题 一级近似表明了引力场的影响 数值结果给出了活塞与激波间的流场 对强激波给出

了分析解 分析讨论了本结果与平面活塞及柱对称解的差别
,
以及球对称条件下引力场的影

响

一
、

引 言

天体物理中存在着大量爆发现象
,

例如 日冕瞬变
,

超新星爆发等 这些现象都发生在

恒星周围的大气中
,

其过程均受到恒星引力场的影响
,

因此研究恒星引力场对气体 作定常

运动的影响具有普遍意义
,

最近胡文瑞提出用活塞过程来描述 日冕瞬变现象
,

用特征方法讨论了太阳重力场中

的非定常流动〔 并讨论了在弱引力场中的平面活塞运动
,

在直角坐标系中给出了一维

活塞运动的分析解
,

并给出了柱对称条件下的数值解 天体中的爆发过程是在恒星大

气空间中发生的
,

因此我们有必要进一步研究在弱引力场中活塞运动的球对称解
,

这种解

更具有典型意义

以球对称活塞沿径向向与引力相反方向的匀速运动来模拟天体中的某些爆 发 现 象
。

以特征重力逃逸速度与特征流体质点运动速度之比为小参数将流体力学方程组展开
,

按

零级近似及一级近似分别求解 相应于三种产生不同激波强度的活塞运动进行 数 值 研

究
,

找出符合初条件及激波间断条件的零级及一级近似解 对
。。 田 一 斗 的强激波

按级数解法所得到的分析解与数值结果是一致的 由于球对称运动和引力场作用
,

激波

强度将要减弱

二
、

基本方程及弱引力场近似

研究恒星周围大气中的活塞匀速
,

球对称运动
,

采用球坐标系
,

取恒星中心为坐标原

点
,

沿恒星半径方向
,

在球对称条件下
,

引人声速

嫡流动
,

可将一维非定常流体力学方程组简化为

一伶
考虑活塞与激波之 ’司为 ”

丫 一 口。
,

夕 、

—
一

月 夕

—
月

—
‘

—
, 卜

—
】一

口 劣
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口刀 口夕 入了

—
州卜 ,

—
月一

—— —一 一 —丫 一
‘

式中‘ 为引力常数
,

为恒星质量
,

取为 取活塞运动速度

径 为特征长度
,

可将上述方程的无量纲形式写为

,, 为特征速度
,

恒星半

鱼
。

鱼
口

丝
,

鱼
才

二二三

一兰一
一

引 夕、

—
月 — 一才 二

鱼
一卫笙
。
二

是卿一嵘式中 。泵一 旦竺
, 。 , 为特征逃逸速度 当某种爆发过程的特征速度 。 , 大到使 。

小量时
,

可将方程中各量按小参数展开
夕 夕 夕 。 十 ⋯

,

一 ⋯
零级近似方程为

旦旦竺
。

旦丝 二二
口

鱼竺 十
。
旦竺里十 一兰一

一

才 了 一

。。 。〔
一

、万甲口

沙 、

十 几 少一
。
坦丝 一 。
口

一 级近似方程为
。 十 。 旦卫里 工二

日

。 、 。 。 。 ‘ , 。 、

一

、一下万一 了

—
个 夕 一又甲尤 工 刃

二二生
〔 、厂。。‘

, 。‘ 、
。

刀 主 。 。

坦
月

竺 十 口 艺 。〔。鱼竺

一扩
一

十 一三止
了 一

工

丫 一

口

根据量纲分析有

。‘ , 一 。‘ , 夸
, , 二

。“ 互

。‘ 夸
, 。‘。 。‘” 占

, , 。‘ , 一 。‘, , 杏
, ,

参

, , 一 生 、 杏
, 。 ” 夸

, , 一 生 互

则零级及一级近似方程可表示为
, ‘。, 。 一 。工业竺且

互

里二卫
。‘”,

互 剑 杏 二
, ‘ , 夸

—
一

—
—夸 舀 」

。‘。, 杏 一 夸 兰已业卫
萝
一互一

。 。 。 兰逻立 一 。

一 歹

。〔 , 夸
’

杏 一 ‘ , 杏
‘

杏 一 夸
‘

互 一 “ 下 一
。 〔 夸

夸

一
仑
夸 业翌业业
夸

丫 一 三宜望左且 三宜里些 、冬
、 互 今 ,
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一, ‘。 杏 ,

套 一鱼
丫 —

‘ 、 杏
‘

杏 一
’

杏 一 杏

一 一 共一
互
‘

。〔。、 弃

占

约约一
丫 — 占

三
、

初条件及激波条件

对匀速活塞运动问题
,

初条件取为
。‘。 一

由 式导出 一 。

。‘ 及 由激波条件决定
,

某一确定的
。 。、 、

抓 值与一定强度的激波对应
,

此

外
,

问题的解要满足激波面上的动力学条件 假定未受活塞扰动的激波前区域
,

气体处于

静止均匀状态
,

以下标
“

了 表示
,

以 “广 表示激波后参量
,

根据激波守恒关系有

一
,一‘

一丫

,

一
。
十

户

丫

阿才

户。
‘

—

—
一

—
丫 一

,

匕 了 、

——
十

—
,
一

一 】了 十 丫 十 」

为激波传播速度 将 。
、 、 、

对 “ 展开
,

零级近似为

。 , 一

户 一

了
二万兀 又才

入
七恻

孟

户。

户。 十
‘ 、’ 一 月

, 两
「了 一 了

。

丫

—
一 十 一一—

飞一戈万 】
丫 丫 十 旧夕 」

一级激波关系为

刃 ’一

价、
一

赤
俘 “,黯

‘,一 生
卫 。

丫

。

斗 厂
““ 、

下不石 、
一

初 夕两

「丫 一
,

。

、

—
月一

—
一 丁气不 】丫 十 丫 十

忆 」

〕

‘

一

又因
一 扩丝 则有

尸

‘ , 一 产。 ‘ ,

“ 一 、

—、 ,
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一理 理 一军
尹田 衬’」

将
、

代人 中
,

有

一

树
’

七头
口

, 一

蒜加
丫 一

。

、
‘邝 、 , ‘ 、

入 ——
针

—
丁万丁 之 浑

、

丫 丫 ‘ ,

将
、 、

, 、

二
‘,

代人 中
,

有

兰竺「 钾

一 声
十 ·

卜
一 淌

斗

启
一 一 , 十 湍

“

四
、

解 法

当活塞以不同速度在静止均匀
。

场中运动时将产生不同强度的激波
,

取
。。

斗
, ,

三种情况进行数值研究 对所取的
。。

刚 。 值
,

按 及 斗 式可求得

其比值 〔。’一

蛋 计算得出在激波面后满足 一券
, ‘。’“

·

, 一 “
·

的 ·‘。’ , , 值及活

塞与激波面之间的流场
,

即是所求的零级近似解

解
、

及初条件可表示为
, ,

一

然后将此结果代入一级近似方程中求

,

一 畏 斗

一
,

一

一阶关系是线性的
,

其解可以是下列二问题解的叠加

工

工

一 。

,,︸
古争川
产

丸、乌几

一

一

,,人子月
、、了‘、、月人

了、么一、

则一级近似方程
、

的解为

一 一
、

式中 ‘ 为某一常数
,

由一阶激波关系决定 在激波面上有
,

夸
,

了夸 〔
工
占

,

杏
,
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式中 。山 一 三夕
歹

, ’ 按
、

式决定 从 式有

无 占
、

一 口‘ 占
「

‘, 夸 一 夸

五
、

结 果 与 讨 论

数值结果

图 一图 分别绘出了相应于激波强度
。

夕 。
、 、 斗的零级近似结果

,

图

一图 为一级近似流场
,

这些结果按
。 一 换算

,

列于表 中

玫

、
、

刃‘枯少

。

, 冲 。、 。‘。, , 一 入
, ,
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”,, 。
,

丁 斗卜
·

一、了一产
一

︸一一一川一‘均︸︸一
一叮一一一

“

卜 一 了一一一了一一一
一 , 厂户一三万丁

——
一一厂一 一 一 汀一瓦下

‘
一

‘ 厂 仁, △。‘ ,

嘿丫还
。‘ , 。乞, 二

,‘。 介厂丫丫乙
、 、 , 、 一 尹

气 少
一 一 产 ” ,

———————
—
一一

一一

一一兰一 止三二
一

二竺
一二竺上二竺 卜二型址

‘

二夕兰一共攀 尽
一止土一一 ⋯二土土

一

卜兰兰
一 上兰 二二卫生卜缨毕卜上竺一卜些 一

一兰兰生
‘

·

’
·

’ ‘
·

。弓 。
·

。
·

斗 ‘
·

, 丁 ‘少
·

“‘ ‘,
·

, , 了
·

有

强激波亲件下的级数解

从表中数据可知
,

在 丫 。 一 斗的强激波条件下
,

激波面 氛 与活塞面 查
,

一

的 言差值很小
,

因此将其间流场
。
约
、 。

约 在活塞面处展开
,

求级数解
,

零级近似取
,

。‘ 、 歹 一
。 。 ,

舀一 夸一 , 气

歹 占。 ,

夸一 畜一
,

按方程
、 ,

根据初条件 取
。

一 比较 杏同次幂系数可得

亡 一 一 勺

激波面处 夸
,

一 丫
’

一
, 一 一 生

,

其中
。

为一常数
,

由零级激波关系决定 在

, ,

从 及 , 式有

,少
“

了
互二一 乙一氛

从 式解得 杏
,

一
,

与数值结果 十分接近 考虑
、

式可解得
。 一

图 中的虚线表示按级数解所得结果和数值结果比较
,

最大相对误差小于 外
、

一级近似 将
、

式代人
、

中取
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廿
。 , 一卜 。一 , 。一 , ,

尧受合

落 。 一三兰全兰月

图 活塞与激波间流场 。。 〔。

粤、
份

一

图
活塞与激波 流场

。 ‘。 , 上、
了

—数值解 一一分析解

、、、

、全鑫诀

门月月飞习

︵马勺、

一

月互
几么‘门“﹄

图 活塞激波 。流场
。 ‘。 ,

图 斗 活塞与激波间 ,

一一数值解
,

分布 一
“ , 一专

一分析解

一斗

一一

一 。, , ,

占一 “ 一
,

口。, 、

“ 一
、

夸一 苏

。, 一
,

一

‘

“’

二
一

。

“ 一 “ 一 ,

夸一 夸一

一
,
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们广一 ”
’ ”

卜
、

欣

、、
、

,

卜

一

。仍

琳的出十 ,

互

图 弓 活塞与激波间
, 分布 图 活塞与激波间 才

,

分布

。‘〕 洲 二 工
。 ‘ , 三、

斗

分别将
, 、 , 、 及相应的初条件代人一阶方程组

、

中
,

有
, 一 一 仗 一

,

一 一 斗 “ 一 斗夕 付 一
,

,

一 斗 斗 “ 一 一 “ 一

一 一 傀 一 任 一
,

‘‘、、
几

从 。
、

, 式之比求得
‘, 一

,

再从 戈得出 ‘ 将厅导

了
、

值绘在图 斗上
,

以虚线表示
,

和数值结果相当好地一 致

军之

心

图 激波传播速度与活塞运动速 轰的关系

只 一本计算结果
, 一一 加盛 的结果
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图 给出活塞运动速度与激波传播速度 的关系
,

若将数值结果按 了 一 换算
,

与谢道夫的结果一致

讨论

计算结果表明
,

在弱引力场中活塞球对称运动的零级及一级近似解与平面活塞运动

及活塞柱对称问题解的变化趋势是一致的 若取 。
。

为
,

从图 可看出活塞运动速度越

陕
,

激波的强度越大
,

传播速度越快
, 。。

值越小
,

级数解结果越接近于数值解 活塞

运动的速度越快
,

对应的活塞面上声速值
。
也就越大 图 一图 的一级近似流场

反映了引力场的影响
,

引力场对球对称活塞运动的影响与平面及柱面活塞运动中的情况

相似
,

活塞前被压缩的流体质点减少内能克服引力做功 流体质点的运动速度开始略有

增加
,

之后减少
,

在接近激波处下降很快 引力将使激波强度及传播速度减少 活塞运动

速度越少
,

激波越弱
,

引力对流体运动的影响也就越大
,

这就是为什么在图 中
、

较图

中下降得快的原因

计算结果也表明了球对称运动解与平面
、

柱面活塞运动的差别 左一
, ,

的三种

情况进行比较
,

若要产生相同强度的激波
,

在球对称活塞运动中
,

活塞需要维持较高的运

动速度
,

三者相应的声速
。〔 值却变化不大 从表中可看出若要产生同样强度的激

波
,

平面活塞运动的 △。 及 △ 值为零
,

球对称活塞则有最大的 △产 , 、 △。 值
,

这是

因为要使活塞前逐新扩大体积中的流体质点压缩
,

主要靠消耗流体质点的动能来实现
,

内

能虽有减少但变化不大 激波越弱
, 。 越小则 △产 与 产 , 的比值越大 图 一

图 的一级近似流场
,

与平面
、

柱面活塞运动有区别 作用在单位质量流体上的引力仅与

恒星质量 及距离 有关
,

而与平面
、

柱面
、

球面对称运动无关 因此在 交一 。
、 、

三种

情况中
,

对相同的激波强度得出的
、

值的变化
,

是由零级近似流场不同所引起的

综上所述 球对称活塞运动为压缩活塞前不断扩大空间中的流体质点
,

主要是消耗

活塞前流体的动能
,

内能虽有降低
,

但变化不大 这表现为从活塞面到激波面零级流速减

刁、
,

因而激波强度减弱一级近似给出了引力场的影响
,

流体质点将减少其内能及动能
,
‘

用于克服引力做功
,

引力将减少激波强度及激波传播速度
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