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可膨胀塑性本构方程及其在

轴对称试棒韧性断裂分析中的应用

李 国 深
中国科学院力学研究所

提要 由于大应变和三轴张力的作用
,

在许多韧性材料中将出现空洞的形成与扩展
, 从而

产生塑性条件下的体积膨胀 本文提出了一组可以计及这类塑性可膨胀性的本构方程 利用

轴对称试棒颈缩实验的结果
、

空洞模型的分析和计算模拟
,

可以标定方程中有关的切线模量

值 为检验这类本构方程的合理性和核对所标定的模量数值
,

可再用之分析轴对称试棒的韧

性断裂行为
,

以获取更逼近实验的结果

一
、

引 言

经典的塑性理论是建立在塑性不可压缩 即塑性体应变为零 的假设基础上 在小应

变的情况下一般来说是对的 但在大应变及三轴张应力的作用下
,

许多韧性材料的微观

组织会发生变化而产生空洞
,

它们随着变形及受力的增大而扩展
,

于是从宏观上的连续

介质角度来看材料的体积有了塑性的可膨胀性 众所周知
,

在研究韧性断裂时
,

裂纹顶端

粉近的材料正是处在这类力学的环境与历史之中 但以往的分析常是建立在不可压缩的

塑性理论的基础上 若计及塑性可膨胀性将会如何 这正是近年来韧性断裂研究的一个

新动向

供久以来人们已从实验中观察到了韧性断裂与空洞成长的 密 切关系
,

近年

等 〔幻从实验中量测了在碳钢中空洞面积随应变值的增大而按指数规律变化的现象 卜

俨 通过对多种含空洞的模型材料的分析
,

修改了
一

咬 屈服准则而计及 了塑性可

膨胀性 等 〔习利用 、 的模型研究了塑性可膨胀性在应力分 析中的影响 。

川 提出了带有韧性损伤因子的本构方程并用之分析了三点弯曲梁的断裂问题

本文将
一

塑性理沦推广到计及大应变及塑性可膨胀性后
,

给出了一组形

式较为简单的本构方程组 方程中所涉及的塑性模量可利用轴对 称 试 棒 颈 缩 实验的结

果
、

空洞模型的分析和计算模拟的办法来标定 这一方法在作者以及作者与 合

写的论文中‘
,

沁 ,曾分别有说明
,

以下将做系统的归纳 最后将此组本构方程用在拉伸试

棒 包括带缺 口 的韧性断裂分析并与有关的实验进行了比较
,

结果良好

二
、

可膨胀的塑性本构方程

现有的推广经典的不可压缩塑性理论的方法常是建立在纯理性基础上
,

女
一

。
沪

本文于 , 年 月 日农到
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和 〔习 的工作 其不足之处是缺乏利用实验来标定其中的参数以及对空洞模型

的基体材料做了过多的限制 如文献 中假定材料为理想塑性的 作者认为
,

既然本构

关系是反映材料的力学性质
,

因此其方程中的有关参数应由实验来标定才更为恰当

以下给出一个较为简单的推广方法
,

即在应变率中增加一项反映塑性体应变率的部

分 用混合张量表示时则为

, 一

外
、

餐
一 、黔卜

丫渝臀餐
十 丫
耳纷

影 丝吐复
产

其中 公 是 无 应力
,

必 少 代表 导数
,

应力的偏量部分和等效真应力 又

和 几分别是真 或称 。山

弓单性情况

塑性情况
刃 , , 是弹性模量和 系数 塑性 偏 切线模量应是阁

斌犷, 一

其中 。 户 , 一 鱼 、 。, ,沙, ‘
, ,

、
’八 ” , 、 一 。 、,

切氏 渤
一

— 撰压多

袭 ,一

现定义塑性 体 切线模量为

川口 一 里业肠会
度乡才

于是显见
,

式中的前三项是对 一 理论用到大应变条件下的自然推广 见文

献 中方程 和 而最后一项则代表了塑性的体应变率部分
,

即平均应变率 诊华

方程 的逆形式是

兰勿创 ,

必

五

,

「
, , , 二 、 、 ‘ ,

万 戈“
几 ’

‘

十
‘ ’

‘’叹 , 十
‘
’‘“

’
自 ,, 户 月

, 、 ,

气 一 ‘ , 月 岛乙

一
丁

百二盆

一 空
奋豁 了

, 。 、
一 ‘ , 十 丁下了

石圣分

、 刀 攻 , 、

、— 盔乙 ——

—
工少办 气任 少

衅 李卯
, 、

’ 一

—气 卜 妙 少 护

—
、

黔

其中犷 是度量张量
,

当 研纷、 时即为常见的不可压缩塑性理论的方程 在应变硬化

阶段
,

拼护和 研纷的数值都是正的 但当不可逆的软化效应产生时将分别转为负值 导

致材料软化的原因可以是 被包含的空洞的扩展 包含空洞的介质本身的软化 见

文献 材料中出现空洞的联结并形成裂纹

从文献
,

可以将这类软化效应出现的临界条件归并为

在等效应力
一
应变 几

一 。。 曲线上

氏
, ,

礼几 氏
,

在大应变实际计算甲可略去全应变率与塑性应变率的数值区别而取 沁
, 二 马

,

二
弩舀 ‘
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在平均应力
一
应变 ‘

一
‘ 曲线上

气 十 又。氏 氏 ,

其中 ‘ 巩 十 丙 十 民
,

材料常量

。 , 。 。 。 又。 、 气
、 又, 和 吼 ,

都 是 待 标 定的

为标定这些常量以及两个塑性切线模量 尸
、

鲜口可以采取以下各步骤
由单向拉伸圆棒的颈缩实验测定载荷

一
伸长曲线或者载荷

一

颈缩之间的变化关系

互互互互互
卜卜一一————————————— 大大大大大大大大大汀万且且川川泣泣

从从从从从从 轩轩

——
一一一一一一

一一一一一一一

一一一一一一一

厂厂一一一一一一

村不体力址

图 网格划分图

理升欢于

一
口月 石

喀 ,

弓 石

︵一芝‘

。、

。

石 ,

几一

石

犷。工勺哭甘

阳

习 ‘
。

一 ,

‘

图 的转换应力
一
应变曲线

—连续介质 —孔
洞模型

转换的应力
一
应变曲线

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



第 期 李国深 可膨胀塑性本构方程及其在轴对称试棒韧性断裂分析中的应用

假定 。
、 并适当地选取切线模量 。随等效应变

。

的变化值 以使 模拟颈

缩的计算结果尽可能地逼近 中实验的宏观现象切

利用带缺 口的圆棒拉伸可以在试件中心造成不同的应力
、

应变状态 缺 口愈尖则

三轴张力参数 氏 愈高而初始断裂时的等效应变值 , 愈小 图 中的
、

即为

等曾试验过的试样形状 他们所测得的 钢材的实验 结果 都用细实

线绘制在图 中
,

其中包括了无缺 口的颈缩试样 尸 这 里所提供的在最小断面上的平均

应力 几 与颈缩 , 即初始半径与瞬时半径之比 的关系可供以下计算模拟时使用

由同一实验还可测得在初始断裂时的三轴张力参数‘ 氏 与等效应变 。 的关系
,

如图 中的细实线所示 这一结果是通过 的近似公式推算出的 气

矛
‘。

犷认
仁任之目

,、

饰

图 最小断面上的平均应力与颈缩关系

—计算 —实验

招

翅严 ·
‘

社

‘
·

图 斗

幽 计算的失稳点

初始断裂时的 口 火
一勺 图

—实验曲线 文献
〕 材料

设有一圆柱体微元包含一初始球型空洞 如图 中所示的四分之一角 微元的

边界是受位移控制加载 不同的径向 对轴向 二 的位移比值可以模拟 该微 元 的 总 体受
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力
、

变形情况 因此可用之代表宏观的连续介质材料在一点的特征
,

适当地选取这一模型

的几何比值及包含空洞的介质材料的力学参数
,

可以使它的失稳点轨迹线尽可能地逼近
实验的统计曲线以 图 斗中的实三角点即为用空洞模型算出的 口 材料在不同受

力
、

变形情况下的失稳点 摘自文献〔 中的图

由式 中的计算还可导出它的宏观响应图
,

反映在两组应力
一应变曲线

,

如图

所示 摘自文献〔 的图 劝 一个是代表偏量部分的等效应力
一应变 氏一

, ,

另一个是体量

部分的平均应力
一
应变 氏

。一 。。 图 中的粗实线即是由空洞模型计算所导出的结果 细

实线是由不可压缩塑性理论所算得的连续介质材料的关系

为简化起见可用图 中的虚线代替粗实线部分并在各转化虚线上 标 明开始软化

时的相应应力值 利用统计运算可以求得公式 ,
、

临 中 礼
, 吼

。 , 不
。

和 氏。 的算术平均

值

幻 公式 所定义的塑性 体 切线模量 侧份值可用以下近似式求得
,

即

科黔 △, 副 △ 沪 △, , △‘ 一 △。护

其中上标 ‘ 代表弹性部分
,

上标 力为塑性部分

由上所得的 罗
、

鲜豁
、 礼、 纵

、

吸
。

及 氏。 给出了运用公式 砂
、 、

计算时所

需要标定的力学参数 以下将用之计算拉伸试棒 包括带缺 口 的平均应力
一
颈缩关系曲

线并与前面第 项的实验相比较以核对所标定的参数值 必要时可作适当的调整 这

也就是本文的主要 目的之一

计计算情况况 弹塑性应变硬化理论论 塑性的体应变情况况 弹塑性解包活应变软化化
砚异异异

王王王 十十 火火

丫丫丫丫丫丫

又,

二 , 叮‘ , 弓 ,

了
’二 一

火火

⋯⋯ 日 凡“ 多, , 二 丫 , 万 犷了
‘ 一 只

了了 十十十 味
, 氏 。 二 孙 丫

,

弓 一

礼 东 。

十十十 日 凡“ 多, , 二 丫 , 万 犷了
‘ 一 只

味味味味
, 氏 。 二 孙 丫

,

弓 一

十十十 口 同 上上

十十十 多多 同 上上

十十十 凡 二
, , 二

,

口 ,

二
’ 一

又又又又, 月 , 氏二 沁
,

到暇影 一功功

本文所用的求解方法是基 于逐级更新的拉氏坐标体系下
一

从

的增量型大应变分析
,

其基本原理是由 和 记
‘ , 所提供

,

即所得之

解的位移速率应使泛函
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卜合
,

餐
,

一
搜 ,了 ,了一 灸‘了 众 ,

了
, ‘

·

一
,

”‘ 了“

为最小 其中除已说明的符号外
, 。 是体积

, ‘ 为面积
, 户是外力变化率

,

是位移速率

以下将利用方程组
、

分析各种圆柱试棒的颈缩并与 记 等〔 所提供的

口 高强度钢材的实验结果相比较 计算时取轴向 二 的伸长为广义 时间 , 六种计

算情况所涉及的参数范围可见表 其中 内 是材料的屈服应力 材料的塑性 偏 切线

模最与等效应变的关系 摘录自文献 表 并列在表

弓了
’ 一

三
、

圆柱试棒的颈缩分析

作者曾用差分法计算过圆柱试棒的颈缩国
,

如图 护 所示
,

取其四分之一部分
,

在 二

轴上划分为 个等间距差分格子 在 , 轴上采用幂级数展开
,

取 个数值积分点
,

同时

进行拉氏乘子法修正边界情况以逼近侧向应力为零的条件 试样的尺寸比值取为 尺

一 计算方法和步骤见文献 在需要计及塑性体膨胀性时只需将文献〔 中塑性不

可压缩的本构方程改换为这里的方程 钓及软化条件
、

由此算得在最小断面上的平均轴向应力几 与颈缩
。

即初始最小断面半径与瞬时

的半径之比 可见图 所示 总的来看
,

随着计及塑性体膨胀的影响 如情况
、 、

以

及平均应力软化开始的临界应力 几 , 数值的变化 如情况
,

关系曲线的极值点位置可以

有显著的变化 考虑到实际实验过程在不稳定阶段的分散性 见图 情况 的同一材料

的两条实验曲线
,

以上各类情况的差别可视作对计算结果影响不大
,

由此可见
,

对于无缺

口的圆柱试棒可以忽略塑性体膨胀的影响 由于三轴张力值相对有缺 口的情况是较小的

作为初步的颈缩分析计算

由此也就论证了上一节中所述的为标定两个塑性切线模量时所需采取的各步骤中的

第 步

四
、

缺 口试棒的颈缩分析

设有轴对称的带缺 口试样其外形如图 才 、

所示 取其四分之一并划分为

个等应变三角单元 共 个节点 对缺 口 取 工
,

了
,

而对 则取作 计

算方法类似于求解空洞模型时所用的步骤 详见文献
,

一般需用 个以上的增量

来完成整个计算

按表 中所列六类情况进行计算后所得的最小断面上的轴向应力平均值与颈缩的关

系曲线也都被绘制在图 中 与圆柱棒 玲 的结果相比
,

可以显见
,

计及塑性可膨胀性及
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应变软化后 如情况
, ,

结果更接近实验 再者
,

情况 纯弹塑性应变硬化解 与

情况
、

的差距百分数随着三轴张力的增大 从缺 口 的约 转为 的约 务 而

增加 按文献【 直接从空洞模型的分析所导出的各材料参数本应是接近第 情况
,

而图

中的结果表明
,

情况
、

更为接近实验 这一情况是可以理解的 因为在与实验曲线

相比较时其中包含了两重近似性
,

即 实验值 图 斗 本身是由 , 的近似计算

式导出的 以空洞模型的总体响应代表材料在宏观意义上一点的特性也有近似性 因

‘ , 一 ‘ 了 一

一一

长长
,

一

芝芝泛一一一一一 争之二一 口 口

一一

试样在最小断面上的应力
、

应变分布 , 。 , 。

‘一 一

之二华卢
呼

入入入
叼

一

即砧图

, 以 一

少少少戈戈戈
圈 试样在最小断面上的应力

、

应变分布 ‘ , 二 。,
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此有必要用这里的计算重新核实一下或说再标定一次 如以情况
、

为准则平均应力

应变曲线的软化点临界应力 氏。 应从情况 的 的 改为 分

图 , 及图 给出了在最小断面上的等效应力 氏
、

平均应力 , , 、 等效应变
,

和平均应

变 。
, ,

在径向的分布 可以看出
,

在大体相同的颈缩值 , 。 , 下
,

试样 比试样 具有

更显著的平均应力的软化或平均应变的 卜一一一

一增殖 在 , 。 , 肠 时
,

对于试样

已刚刚超过图 中的极值点
,

在等

效应力
、

应变的分布图上软化作用虽有

一定影响但不如平均应力
、

应变的分布

图上显著 这当然也和软化后所取的塑

性 偏 切线模量值的大小有关

图 展示了应力软化区域的扩展情

祝 总的看来
,

直至最小断面上平均

向应力 几 达到峰 值 之 后 如图 所示
,

对于缺 口 是 一 而 为
,

应力软化区主要局限在

缺 口 区域内 联系到在裂纹顶端
,

随着

受力和变形的加大
,

周围的材料将逐渐

空洞化 为此
,

继续用弹塑性的应变硬

化理论来描述它们
,

显然是不合理的

的不同损伤程度

图 了 应力
‘ 、 。 软化的扩展 情况 勺

口 ,

软化 口 ,

软化
一 一 , 。 , “ 一 一 , 。 ,

—
, 。 犷 ,

—
。 , 二

。 软化 软化
,、 , 二 , 。 , 二 少

田 , 。

而采用目前的计算方法和模型则可以区分出材料

五
、

结 论

将本构方程 或其逆形式 用于分析轴对称试棒的韧性断裂后
,

结果表明了其

合理性和计及塑性可膨胀性的重要性

比较试样 ⑦
、 、

中的各个情况
、

与
、 、

等表明
,

随着三轴张力的增

加塑性可膨胀的影响也将加大 比较
, ,

各个情况又表明
,

在所选用的塑性可膨胀

性的参数范围内 研黔一 。 一 为
,

对图 中的结果影响较小

采用应变软化模型计算有利于区分材料所经受的不同程度的韧性损伤 如图
、 、

所表明的

斗 可以用试算的办法直接用轴对称试棒的实验 有和没有缺 口的 模拟标定方程

或 中的两个塑性切线模量 由空洞模型分析所得的参数值可作为试算的初值

〕
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