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摘 要

本文对于具有一个定点
,

并充满粘性液体的腔
,

在重力场中绕惯性主轴的平衡旋

转运动
,

采用
一

直接法 〔
, , ,

就尽可能多样的 距离
,

推广了
。二 和 以 的稳定性定理〔

, , ,

并对尽可能全面的腔参数 包括临界情况

在内 给出了具体的稳定性结论

一 己 自、 ‘

研究充粘性液体的腔体旋转运动的稳定性问题
,

有线性化近似方法和 月
一 。、。

直接法〔’将能量函数取为 几二 函数时又称为能量法 两者都获得不少结果〔
一
本文

讨论后一种方法
,

它可以不带任何近似 在此方法下
,

洲 和 卿
月职 已对若干 。

、 距离获得关于稳定性
、

渐近稳定性和不稳定性的普遍定理 , , ,

并且也适合于自引力液体

块 对于稳定已获得了一些具体判据 ,
,

而对于渐近稳定和不稳定
,

具体判据获得较少
,

因为

这需要仔细地分析平衡转动态是否孤立

文献
,

的一般性定理是对确定的 距离而制定的
,

特别是
,

定理中的 “不稳定 ”

是指本文的 两
,

两
, , , , 。 ,

和 液体关于某个特定参照系的动能 中至少一个不稳定
,

而

没有给出更细致的定理

为了统一而简 占地就尽可能多样的 距离
,

对尽可能全面的腔参数情况
,

给出具

体的稳定性 包括稳定
、

渐近稳定和不稳定 结论
,

必须从 二
一 山 的有关定理出发

,

把文献
,

的一般性定理加以推广
,

使之适合于尽可能多样的 二山 距离
,

然后以推论的

形式给出各种腔参数情况 包括临界情况 下的具体结论

二
、

问 题 的 表 述

设具有定点 口 的充满粘性液体 密度为
, ,

动力粘滞系数为 那 的腔体
,

在重力场中以竖

直向上的角速度 口 绕一惯性主轴 相应的主转动惯量为 作平衡旋转运动
,

并设壳液总休

的质量为
,

重心位于 轴上
,

与 口 的距离为
,

主转动惯量分别为
, ,

现在引进三个

直角右旋标架

本文 年 月 日收到 , 年 月 斗日收到修改稿
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固定标架
,

司
,

鹉
,

踢
,

鹉沿竖直方向向上

平衡运动标架
, , ,

几
, , ,

始终与 鹉重合
,

此系相对固定标架以匀角速度瑞 旋
转

腔体固联标架
, , , , 、

和 取为壳液总体的三个主方向
,

对未扰动态
,

沿

基矢之间满足如下关系

￡一 艺
, 一 ‘

, ,

记 式与 间夹角为 沪 城 沪 动
,

标架 相对于标架 的角速度在标架 上的投

影为 。 , 。 , 。 ,

现在在平衡运动标架中观察 当规定了 姚
。
的正负号后

,

气
,

长
, 甲 才能确定 式

,

式
,

的取向
,

所以系统的态空间
‘

丫 由元素 了 , , 了 , , 甲 , 。 , 。 , 。 , 。 , 士 的全体构

成 其中各有关量必须满足 甲 成 二 ,

提 川 讹
。 ,

试 分量是 。
, , 线 , 姚 是

满足不可压条件及在腔内壁上无相对滑动条件的二次连续可微函数
, 士号表示 姚 的正负性

我们把 姚 取正
、

负号的全体元素的集合分别记为 阂厂
。
一

和 了
一 ,

初态为
。 , ‘ 时刻的态 表

示为 一 , ,

我们称这样定义的系统为 系统 我们关心的未扰动平衡转动态

是

户〔
· , 一

, , , , , , 。 三
,

按规定初始扰动态
。

一定位于 戈了
十

中
,

其 距离 。是

。。 一 了 】
, , , 甲 , 。 ,

卜
, 。 , 。

戎们将考察系统关于如下 距离在 意义下的稳定性

一一口,了田口
口,

产﹄

︸丫 一 二 , 丫 ,

户 , 。, ,

二 , 、

。,

一

一 甲
, 户。

。’ ‘ , “

一

,

这里 丫 是液体所占的空间
, 口 是液体相对于腔壳的速度分布 在某些情况下

,

我们也讨论

、
’

一 。乙 。乙 。乙
,

十 。圣
, 。圣 “

, ‘ ’

一 。二
, , 圣

, 。孚
‘ ,

。
’“ 一 。乙 。乙 。乙

。 。 ‘ ,

所谓 意义下 卿 关于某 是“稳定的 ,, ,

是指对于任意给定的 。 。,

找到 占
,

只要初始扰动态
。

成立 占 ,

则对一切
,

使
, 。 。 否 则 是

不稳定

虽然我们只对系统分析上述几个 距离的稳定性
,

但是通过如下的引理 和引理
,

可以轻而易举地引出更多的稳定性结论
弓理 系统关于

。

和 。沙是 渐近 稳定的
,

等价于系统关于 。 一 了虱不石骊 渐近
稳定 友

。

和 左, 是两个任意的正常数
弓理 系统关于 。 一 丫授矛石丽 不稳定

,

等价于系统至少关于 。
。

及 。中之一不稳

定
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三
、

系统的稳定性定理

在标架 中观察
,

系统的角动量的 分量 守恒
,

显然成立定理

定理 系统的 关于
山 ,

和
。

不渐近稳定
,

关于
甲
不稳定

为了进一步讨论
,

我们定义 御 的
。 , ,

入 及 邻域
。 。 一 毛 】 。。 , ‘

毛

了
。

一 户
, 尸 。 , 户〔 了

, 了 取 二
, 二

刀
。 户 户 。 , 户〔

二

了
,

左可取
‘ , , 。 , 〔。 , 。 , 粉

。

毛 户 。 ,

“对
尸 十 ,

取 户
‘ , , ’ , ” ,

站在标架 中观察
,

根据熟知的机械能耗散率 币的公式 「灯

‘

鑫
·

舞 黔忆
直接得

,

,
、

—一 一
中 畏

二 ,

式中

、产、声、
护

、,
冲

片一多
、了、、‘

一 “ , , 一 万, 当 ”〔了
·

、
叹 当 〔 乙丫

含
。

小
。

合
。一‘二

一 召 一
二 , 呈

, 一 材 人

一 一 了 一
二 , 二 对 人

警
【了‘ 一 , , 一 , ,

,

十

譬 ‘
一 , “‘ 一 , ,

,

式中 是壳体绕 口 点的转动惯量张量
,

式右边两项分别是壳休动能和液体动能
,

式和

式右边二项分别是重力势能和惯性离心力势能
, 人是在 叼 态下壳液总体的重心以 口 为基

准之高度

引理 对 系统的任一初态
。 ,

必存在某一 价二 的轨道 穿
,

它是 城 , ,

按‘
,

石
, ,

二
, 户二

,

二
, 户芬 和 ‘

,

的极限点的全体 各
’

距离均是 意义下的
,

具体

意义明显
,

故从略

这一引理是以往所有关于充粘性液体腔渐近稳定及不稳定定理的基础 『刀

定理 对于 系统
,

在 户‘
·

的某邻域
。 , 自

。 ,

内
,

如果 乙 ,

关于两

个 正定 或
,

和 关于某个 正定
,

则 叼 关于两个
,

或关于该 稳定 此外
,

如果还满足 在
。

所 内没有 中三 。的整条轨道
,

则 曰 关于该
,

渐近稳定

证 由 式知
, ,

又由已知条件
,

在 。 门
。 。,

内
,

关于两个 〔或

关于某个
,

正定 显然关于 户
。

连续 已包含 咬‘ , 一 在内
‘ , 由 式知 非增 根
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据 山 。 的定理 〔 得 ”尸扮 关于两个
,

或关于该 稳定 根据引理 及条件
,

叼 关于
,

渐近稳定 证毕

定理 对于 系统
,

如果 在 户“ , 的一个 邻域
。 。 自

。

内
, ,

关 于

脚
,

和 八
。

都正定
,

则 甸 关于所有的 自 稳定 如果还满足 对某一 入
,

在 内 中

没有 价三 。 的整条轨道
,

则关于该 入 渐近稳定

证 由 幼 式知
,

关于除 内
,

外的所有入 正定
,

与定理 类似可证
,

关于所有的 入

除 内
,

外 稳定 由于 口
, 。 一 田

,

得 讲 簇 扩 十 尸 今 是腔的最大尺度
,

于

是 内 镇
,

十 尸 山 所以 对沙 关于 内 也稳定 渐近稳定的证明与定理 同

同样可证定理

定理 对 系统
,

如果
,
和 是常正的

,

即
,

李
,

则 的 关于所有

的 入 稳定 此外
,

如果对某 八
,

在
。

内 内无 叻“ 的整条轨道
,

则 广 关于该 内 渐近稳

定

定理 对于 系统
,

如果
,

在 “ , 的任意小 。 邻域 。 。
中不常正 更

不正定
,

存在 刘曰 的某一
,

邻域 仄内
,

在其中 的区域内并不含有 小兰 的

整条轨道
,

则 ‘曰 关于该
,

不稳定

证 由条件
,

显然
,

在任意小的邻域 中都能找到一点 产
。 ,

使 乌
,

并

且 石。
。 一

,

故 。
。

由 式知
,

非增
,

且显然有界
,

故有极限 毛 产。 ,

所以在引理 所决定的
。
上有

。

由条件
, 。 。 。 户

户“ , 故 户“ , 对该
,

不稳定

同样可证定理

定理 对于 系统
,

如果
,

在 御 的任意小
。

邻域 。 中不常正 更不正

定 并且存在 广 的某 邻域
。

内 或其他 邻域
,

在其中 的区域内
,

并不含

有 叻三 的整条轨道
,

则 ‘刁 关于该 入 不稳定 或关于 不稳定

上述定理 到定理 是 和 的定理 文献 第 斗章 在

系统中对多种 距离情况的推广

四
、

稳 定 性 结 论

推论 对满足
, 一 月 一

,

且 口 , 一 一

的 系统
,

若 乃等
,

则 户“ , 关于 , , 之 , 户田 、 加

和
,

渐近稳定
,

关于
,

和 几

稳定而不渐近稳定 若 几一
,

则 户“ , 关于
。

渐近稳定
,

关于 。
, 。 , 。, , 。。 , 。, ,

和
。

稳定而不渐近稳定

证 由 式和 式可知
,

存在
。 户,

和
。 户 ,

使在
。

自
。 户 ,

中
,

乙 ,

关于
。

和 心 正定
,

由定理 和 得
,

本推论的所有有关距离的稳定性 下面证渐近稳定

性 根据引理
,

扰动轨道 , ,

必趋向某 价三 。 的轨道 穿沙

定理
·

本来要求在了 中
, 关于 户

,

正定 , 而此处只在
。 。 夕 、

内正定
,

但经简单推 哩不

难明 白 , 。 定理的结论仍适用
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因或当 为钾 。
,

从附录 表 中查得 币三 。的轨道集有如下三类 一

此 姚 一 一 根据 户“ 关于 户
,

和
,

的稳定性将其排除 乡一

, , 不 任意

砂 一 刀

日 ‘竺望一
一

因为 “ , 点与 一 。
, 一 一 口 对应

,

式
,

所以在 产“ , 点周围存在区域 从 夕
, 、

门
。 夕 ,

门刀
。 夕田 ,

根据 式
, 御 点不满足这两

其中不含有这二种轨道 根据

已证明的稳定性将其排除 日一 。
,

任意 其中必含有 九 这表明 , 关于
, , , , , , 。山 , , 户山 和 户

。 , 渐近稳定 由定理
,

关于 凡
,

和 户
。

不渐近稳定

当 为 时
,

从附录 表 中可知
,

币兰 的轨道中有
,

任意这一种 显

然
,

在 户
〔‘ 、

的任意 夕
。
邻域内都存在完整的

,

与 户“ , 保持有限距离 夕, , , , , , 户田 , 口 , 户, ,

和 户
,

的

这种轨道
,

所以 户
‘

关于 夕
, , , 户。 , , 户。 , 。, 。

和
,

不渐近稳定 但由引理
, 产“ , 关于

,

是

渐近稳定的 证毕

推论 对满足

口 , 一 一
,

且 口
, 一 一 人等

的 系统
,

若 人
,

则 “ 关于 夕
,

不稳 定
,

若 力斗 。
,

则
‘ , 关于 ”不 稳

定

证 式可写为

一 工 。
, 。 一 、 一 、 人 二 李 。

, 一 。 一 、 ,

从 式和
,

乙 ,

在 的任意小
。

邻域内不常正 也不正定

当 一 时
,

式决定 等
,

且 今 利用附录 中引理 和 , 得知
,

附录

表 中
,

今
,

钾
,

价二 的全部轨道
,

要么 。,

要么与 的 有一 有 限 的

汀距离 由定理
,

结论 得证 对 等 的情况
,

从表 中查得
,

价兰 的轨道有如下四

类 一 。
,

牙任意 因此有 艺 一 长
, 。 任意

,

于是 一 万 晒
夕一 叭

任意 因此

按 式
,

户‘
· ,

姚 一 一
,

必在某时刻达到 九
,

即 州 十邓 一

“ ,

。一一一卫丝一
, 一

点不满足此式
,

所以在 ‘日 点周围存在一个 口
’

邻域 其中各点均不满

足上式 夕
于 , 一

与情况 一样 根据定理
,

结论 成立 证毕

推论 对满足条件

口 , 一 一 耐 人一
,

且 口 一 一 对 铸

的系统

当 人一 必定 一 铸

若
,

则 产“ , 关于 户
。 , , , , 户“ , 户口 和 稳定但不渐近稳定

,

关于
,

渐近稳

定 若
,

则 “ , 关于 户
”‘ 不稳定

若 方 必定 钾
,

等
,

且 州
,

则 对 关于 矿 不稳定

当 必定 铸
,

钾

若 。 一 刀 一
,

则 户
‘ , 关于

, , 户旧 ,

和
。

稳定而不渐近稳定
,

关于
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。 , 丫

稳定
,

证

和 内 渐近稳定 若 穿 一 一 八了 为 且 斗月 妻
,

则 尸动 关于 厂 不

当 式成立时
,

从 式得
, 一李 。 。 一 一 、、。 , 一 粤

二、 , 、

吕

一奥
二了, 十 宝

, ‘
·

⋯

人一 。
,

从 式和 式知
, ,

一 生 口丫 一 丫盆

, ,

和
,

关于 户
,

正定
,

又有
, , ,

按定理 和 斗得
,

户‘
己 , 关于 夕

,

。 ,

内
,

几
, ,

汽 和 汽
,

稳定 从附录 表 的 一 粉 项中查得
,

对 价三 的轨道
,

可以任

意
,

因此不渐近稳定 除 内
,

外
, ,

关于
。
不常正 一 摇

,

一 。
,

价三 。的轨道

有如下两类 第一类
,

。一 粤 或擎、
,

和 。任意 由附录 。的引理 得到 。 。 第二

类
,

一 二
,

必 一 。,

任意 由附录 的引理 得知这些轨道与 动 有有限的 厂
,

距 离

按定理
, ‘ 关于

, ,‘

不稳定
,

且 必定 铸
,

铸

从 式可知
,

在 对日 以
。 为距离的无限近处能取负值 表 中查得 今

,

铸
,

钾
,

价三 的轨道有四类 前三类是
,

和 必任意 一 二 一 岁

邵 一 若 粉
,

价 一 ‘或 动 对这三类的分析与推论 中类 似 第 四 类 是
尤 了一 、

, 。 、 ,

一
人 。 , , ,

叹 一
,

价 一 于 或 斗 引 此时必定 九 令 一 川 侧
,

一

”在此轨道上
,

利用 一 少 一 得

一 “ 兰鲤二二延 刀 十 一
刀

囚为已规定 月
,

所以对这种轨道
,

在 御 以 为距离的附近
,

按定理
,

刘的 关

于 厂 不稳定

必定 粉
,

铸

口 ,

一 一 材 人 从 式可知
,

存在
,

在
。 户 自 。 中

,

乙 ,

关于 。
,

和 。
,

正定 按定理 和
,

户“ , 关于 。
。 , 。, , 。‘。 , , 。田 , 。田 , 。。 和 。

。

稳定 由

于已证明的稳定性
,

穿 户
。

中不可能包括 日一 二
,

一 一 若 等
,

只可能包括 。一 。 及 日一 ‘ 牙 “ 一 ” 但 。 二 或 必 一 立
二

、对后面这二种轨
,

都有 。
,

一 。 , 一 了 , 一 口 , 一
,

所以 “ , 关于 。
。 , , 。, , 。, ,

和 。
。 ,

渐近稳定 因为 户
‘

点适

一 砰 一
,

所以不管 多么小
,

我 们 都 可 以 找 到 点
,

使 它 满 足

道合

。

和 一
入了

“

二百
’于是它永远在这条轨道上 容易证明

,

这轨道与
‘ ,

有有限的八
, ,

内 和
。

距离
,

从而 们 关于这些距离不渐近稳定

奋 一 一 人 。,

且 斗 与第 项相似的分析可证 的 关 于 厂 不
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稳定 证毕

推论 对满足条件

口 一 才 一 口 , 一 一

必定有 左 一 的 系统

若 人
,

并且 刀 一 石 等
,

则 户“ , 关于 几
, 田 , 一

渐近稳定
,

关于
, , , , ,

和

稳定而不渐近稳定 若 力
,

且 一
,

则关于 外
,

八
,

内
,

几
,

和 内 渐近稳

定
,

关于 几
,

和
。

稳定而不渐近稳定

若 一 必有 一 一
,

则 户“ ,关于 户
, , 功 ,

和
山 ,

稳定但不渐近稳定
,

关于

’,

渐近稳定

若 必定 钾
,

且 刀
,

则 对‘ 关于 厂 不稳定

证
,

乙 一 一 一 气了孙十 炭 似 一 下二气戮 十 炭 竹 一 “
。

,

从 式知
,

关于 外
, ,

和 八
, ,

正定 按定理 和 得 关于有关距 离 的

稳定性 若 钾
,

则 币芝 的轨道中包括 一 及 一 左 必

任意
,

所以关于 几
,

几
,

内 渐近稳定
,

其余距离则不渐近稳定 若 一 一
,

则 价三 的

轨道中
,

只有 一
,

因此关于 。
, , 。, , 。。 , , , 。 和

,

渐近稳定
,

关于 几 和 。
,

不渐近稳定

人一 式和 式给出 乙 一 乙 一 按定理
,

户“ 、关于 。
。 , 。。〕 , 田

和
田 ,

稳

定 不渐近稳定是显然的

此时必定 一 铸 箫 。
,

铸
,

价二 的轨道有如下三类

第一 类
,

一 。 和第二类 一 二 的分析同推论 的有关部分 第三 类
, 日

叹 一 仍令 一 川 此
。 ,

利用 一 得 式 当 时
,

按定理
, 的 关于 厂 不稳定 证毕

附录 系统 价二 的轨道

在固定参考系里观察 , 利用 功“ 条件是壳液总体以常角速度 作整体刚性运动 取固定标架 屯
, ,

哟
, 使 右轴与 重合 标架 心

,

心
,

心 的方位用尤拉角 ‘
,

必
,

帅 表示 解刚体运动的尤拉方程所得

结果示于表 和

表 一 。 价三 。 情况
一

下的运动

条 件 轨 道 的方向

① 口 或 二 , ,

功任意 与 重合

年 丰

⑧‘ 一争必一等

① 二 或 二
,

, , , ,
任意 与 式 或 心 王 合

,

必任意 与 认 重合

二 寺 亡

② 二 粤
, , 价任意

‘
与 心垂直
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续表

条 件 轨 道 的 芍司

① 必二 一 玉

二 年

粤犷或 粤
二

、
, 。,

津 任意
乙 乙

必︼一一②夕 二 或 二
, 任意 以 几

① 日一 。 或 二
, ,

必任意 万二

二 手 左 ② 必 或 二 , 口 , 任意 上‘

⑧“ 一争必一钊
或舒

,

‘ 任意

沪 , 夕 , 均任意

环心
‘

式

任意

表 等 。
,

户三 。 情况 下的运动

条 件 轨 道 的方向

年 年

① 日 或 二
,

必和 诊 任意

⑧ 。 白 盯 才
, 一 , 必 或 二 子

③ 。,、日 一 人 环 ” 一 , 必一 粤‘或喜
二

、
乙 、 ‘

一 年 亡

年 刀

① 口二 或 二
, 伴 ,

必任意

⑧ 刃 一 凡 爪番
, ’ ‘ 一 月 ,

必任意

① 白一 或 二
,

必
, 干厂 任意

⑧ 、口一 凡 附 一 ,
功一 或 ,

① 夕 或 , , 体 ,

必任意

年 刀

⑧ 几 环” 一 刀 ,

必
二 一 、
一 万 戈飘 了

“

‘ 日 或 二 , 邵 , 必任意

附录 若 千 引 理

引理 对 系统
,

若 一
,

其 价三 。的轨道中 , 口 或 劝
, , 必任意的那些类

,

必有

证 以 乡 。 为例 八王
,

令 与 夹角为
,

如图 所示 图 是在固定参考系 ‘丫
, 程

,

呈 中

画的 心轴绕 转动 考虑 心
, ‘,

和 ‘ 正好处于同一平面那一瞬间 此时有

。 一 一 口 一 。
· “

’

士 、 。 玉
,

石 生 、
工、 。 十 上 士 。、口 生 刀‘

、 一 生 才牙 式 式

此时还有 朴
, 一 。,

故
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’

口 一 口 。、

图

川
, 一 ,

十 丫 」

因为 价三 。
,

故 守恒
,

所以对整个轨道均有

证毕

引理

限的 ’ 距离

证 一

对 一 的 系统
, 价三 。 的轨道中

万
’ 必和 任意的那些类

, 必与 尸
口 ’有一有

心 图 是在固定参考系里画的

。 一 一 。 ,

习 。了一 。

一 》 》

令 一 口 ,

代 在任一瞬间
。 , 由 引平面

“ 》 “ 。

的垂线
,

交该平面于 点 显然

】
,

此处 是 ,。时刻 打 与 ‘ 的夹角 所以

艺 。厂一 。
, “ 。巧 ’ 一 “ 二璧

, 一 “ ’ ‘ 一 二 , 一

因为 续 丫
, 十 川 ,

孑

,

一 ·

二
·

客
一 , ‘ 「一 卜

一 、· 二 合
·

所以

夕
’

〔 习 ’ ,

月百

警
兀 , 夕和 任意的刀吕
衅

证毕

引理 对 一 。,

且 汉 一 的 以二 系统
, 中三 。 的轨道中

,

必

些类
,

必有

证 以 必 一 二 为例 这时
, ‘飞土

,

故 弓
,

弓和 共面 考虑 口 也与 心
, ‘ 和 共面那一瞬

间 儿 。 。 , ‘ 。, 又己知 于 一
,

由公式 得
, 。 ,

所以 〔 由 的守恒性
,

知

对所有时刻 。 证毕

引理 对 一 。 的 系统
, 沪三 。 的轨道中

, 口一 叼
,
必 ,

且 任意的那些类型
,

与 尸
召 ,

有有限的 澎
‘ ’

距离
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汪 口 , ,

且 必
,

表示 声 在 ‘
, ‘ ,

上投影得 二
, 不 ,

几 ,

故

艺 。厂一 ‘ 一 。 一 。
名 二 , 二璧

, 附 一 。二 〕。丫二 孟

口 口 丫 , 丫 」 ,

,

, ” 二卜
·

客
勿

归
吃一 味

· 味 ,诊

一
‘ 工一 。

,

孟
, 万 「 。 ,

证毕
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