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部分浸润三维振荡物体的辐射短表面波
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中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文讨论 了水面 上三 维物体的任意振荡运 动所产生的短表面波 在离开物体的

远场区
,

用射线法确定 了辐射波的位相与振幅函数
,

在振幅函数中包含 了一个未足常

数 因子 由文献 的结果
,

求得 了接近物体水线处的近场边界层解
,

其振幅依赖于

物体的整体壁面形状与在水线的垂直横截面上物体壁面在水线的斜度 由远场解与

近场边界层解的匹配确定 了远场辐射波的振幅函数中的未定常数 对于半浸润球体

作垂直振荡运动的特殊情形
,

本文的结果与文献 的结果完全一致

一
、

引 言

如果水面上的物体对固定平衡位置作小振幅周期振荡
,

它将在流体 中产生八振幅周期重

力波 我们希望在重力波的波长远较物体的特征尺度为小的情形下
,

由物体的振荡条件来确

定这些波 在文献 中
,

我们已讨论了具任意横截面形状的二维振荡柱体的情形 但实际上

我们更多遇到的是三维振荡物休的情形 对它的研究可使我们进一步了解一般造波机理
,

同

时
,

能使我们计算出流体作用在振荡物体上的力与力矩
,

这是海洋工程中人们所关心的问题之

早在 年 ‘ 就开始了对二维振荡柱体所产生的表面波问题的研究 这 以后又

有许多学者〔‘一‘ ’〕对这一问题作了进一步深入的研究 但是
,

大部分的研究都是对于水线点柱体

壁面是垂直的情形而进行的 文献 解决了一般形状柱体作任意振荡运动时
,

所产生的短表

面波问题 在文献 中给出了一般形状柱体的任意振荡运动的附加质量矩阵与辐射阻尼矩

阵 对于三维问题
,

目前讨论尚不多 讨论了在水线各处壁面都为垂直的三维物

体作垂直振荡运动时所产生的短表面波 本文讨论了一般形状的三维物体 在水线处物体壁

面可以垂直亦可倾斜 作任意振荡运动时
,

所产生的短表面波

我们用朴实渐近展开洲的零级近似作为基本流动
,

它是位势流问题的解
,

一般可 用数值方

法求解 为了满足辐射条件
,

在这基本流动上叠加波动解 流体 自由表面上的小振幅短表面

波是沿着射线传波的 由于流体介质均匀各向同性
,

射线为直线 由于波浪由物体的振荡运

动所产生
,

射线都从物体的水线 发出 又由于物体的运动是刚体运动 这里我们不考虑物

体的变形运动
,

物体上所有的点有相 同的位相
,

因此
,

沿物体水线 上所有点的波浪运动有相

本文 年 月 日收到
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同的位相
,

这说明水线 ‘ 是波前
,

射线都垂直于水线 由 于介质均匀各向同性
,

在每
一

根射线

上的波浪位相随离开水线的距离线性增加 由于沿二邻近射线内的能量守恒
,

可以推得波振

幅与离水线 的曲率中心的距离的平方根成反比 因此
,

沿每一根射线
,

只要振幅的初值确定

后
,

波动解就完全被确定了 在每一根射线上的振幅初值由接近水线处的流体近场流动的解

所确定 这就是我们求解三维振荡物体的水波问题的基本思想

二
、

问题的公式表达

假定流体为不可压缩
,

无粘性的
,

并且 由静止开始运动
,

因此
,

运动是无旋的 设流体的运

动是由部分浸润的三维物体的小振幅周期运动所产生 假定坐标轴 口 垂直 向下指向流体
,

坐

标轴 与 在未扰动 自由表面上
,

坐标原点 口 在物体内部 我们用 表示物体的湿润 曲面

的平衡位置
,

其曲面方程 由 了
, ,

一 。给出 流体在下半空间 以角频率 的运

动
,

可以用速度势 价 , ,

一 。 , 来描述
,

这里 表示时间变 量 价
, ,

满足以

下方程

己, 币
, ,功 口,价

一
节尸

—
勺尸

—口 , 口少,

币

,

在 外
, ,

价

口夕

,

在 外
, 夕 一

,

, 夕 , ,

在 上
,

,

在水线 上
, 斗

一一

门八一一口
犷

鱼伪悠

飞 功
,

〕 去了口价 二 八
。

二 二了 一 八 甲 一
,

、、 尺

这里 式中
,

一 。 ,

为重力加速度 式中
, , ,

表示在物体表面 上
二 , , , 二 点的法向速度

,

李 表示在 上沿 的外法线方向的导数 在正则性条件 式 中
,

表示离开水线 的距离 在辐射条件 式 中
,

表示离开 内某点的距离 我们考虑一

般的振荡运动
, , ,

习 假定为任意解析函数 辐射条件 式表示在无穷远处波是向

外传播的 当 位于通过 的垂直柱面内
,

, 证明了间题 一 式的解 的唯一

性 由 方程
,

波高 杯
,

的 可用速度势 价表示为

, 二 , 二 一 塑 访 二 , , 。

我们的 目的是希望求得 当 ” 时
,

中的渐近形式
,

这里 为物体的典型尺度 由于波长

是 创
,

因此
,

一 意即波长远较物体的典型尺度为小

假定问题 一 式的解 币
, ,

习 可以展开为下列关于
一 ’

的渐近幂级数

功
, , ,

一 艺
一 ‘价“ , , , , ,

当 一
亡

渐近展开式 称为朴实渐近展开 把 劝式代人 一 式
,

我们得到以下关于 尹
。, 的
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方程
, 币 。〕 二 价 上 口才价〔。

一一一一 了

— —
一口 , 口夕

小

口价 》

口

,

在 外
, ,

,

在 外
,

, 夕 ,

的
,

在 上
,

了

尺蚤币 。

币 。

口

一 与

,

在水线 上
,

少 。 一
,

对于 尹 ,
,

我们得到以下方程

旦坐竺 燮亘二
口 口夕,

土
, 访

·

—— —
,

在 外
, 夕 ,

、、、一、︸卜﹄,
月月

⋯
乃,,乙任、了‘

、

了吸、

访 一‘

口

。价

在 ‘ 外
,

一
, 斗

,

在 上
,

·

净

口

币

尺 蚤价‘〕一 。 与

,

在水线 上
,

甲下
‘

一 。

冲 十 ”

由条件 式
,

我们可以令 毋叹
,

一
,

一下
。 , 二 , 少 , 。 ,

则 训叹
, , 二 被延 拓到了

。 的区域 因此
,

问题 一 式相 当于物体使得在物体表面的法向速度为
, ,

而在流体中运动时的位势流问题 它一般可以用数值方法来求解 〔 它的解不显示波动

性 下面我们将指出 尹
‘, , ,

不能满足正则性条件
,

这说明 训
‘, , ,

在水线

处有较强的奇异性 因此
,

为了使 价
, 夕 ,

能满足条件 钓式
,

我们应该使 价
, , 二

中

包含的最低阶波动函数 子‘二 , ,
, 二 与 李毋叮二 , , 二 一起满足条件 、 式

,

也即我们应该

令

价 一 , , ·
, 一 价 ”’ 一 , , ·

,
《

另一 夕 , ·
, 女

《

户 一 , , ·
,

十 ⋯
,

当 一
。

这里 书
, ,

在无穷远处应满足辐射条件 的式

三
、

用射线法求外部波动解

我们首先来讨论远离物体的外部波动解 尹叮二 , ,

除了在水 线 附 近 外
,

能 满足

一 式与 式 把 式代入
, ,

与 式 由于这里考虑远

离物体的外部区
,

我们省略了边界上的条件 与 式
,

因 此
,

在外部区 子
, ,

应满

足以下方程

一
, ,
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尺毋 书 一 。,

在 一 。,

子
,

刀告

魂 刀

厂 子 。 、
。

几 了 一 八 尹一
。

对于 》 的情形
,

波浪主要集中在接近 自由表面的层中
,

即波浪应随 的增加而指数地

衰减
,

因此
,

我们可以令

显然
,

子
, ,

一 。

,

,

式

空鱼 宜立
口 刁 口

一“ ,

子
,

把 劝式代人 式
,

我们可得

十 尺 ,

子

由于 》
,

对方程
,

我们可以用几何光学渐近近似展开式川
,

一

愈
‘ ,一

·

」一
〔‘ “

一 , ,

把 式代人 式
,

并令 的同次幂的系数等于零
,

最后可得下列 二 方程 与输运方

程

厂口百八“ 口 八
几

一

‘ 十 一口
, ·

甲 一
,

甲 , ·

甲邵
二 , ,

一 一 △砰 二 一 , , , 二 异

用特征理论解一阶偏微分方程 〔 设 了 为从水线
。 名 。 ,

—一
,

—
,

—
’

了乙 了“ 了

上一点起算的特征线的长度
,

则

二

假定在 上位相
,

一
,

则由 式的第三式
,

可得
‘

犷,

一 丫

由 式的第一
、

二式
,

我们知道特征线为直线 由 式的特征方程
,

我们知道
,

特征线沿

着 的等值线的法线方向
,

因此
,

特征线垂直于

现在 夕 一 。平面上引人 曲线坐标 设沿水线 的弧长为 , ,

水线 上任意一点 尸 的曲率

半径为 试的
,

从 点沿 的外法线方向的距离为
,

则正交曲线坐标
,

的 的 己 系数分

别为
,

二土 式的特征方向正好沿 方向 在此曲线坐标下
,

我们有

一 , 。

厂
一

一 一

— —户 十 ’ 吐
互粤卜 李 一三匕一

婴、
户 口 口丁 口了

把 式代入上式
,

得

甲 ,

一
了

把 与 式代人 式
,

我们得到

些卫
一

十 一三一
。 一 斗

由于 一 二 ,

解方程
,

可得
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阵 。 一 一二
十

三

这里 为积分常数
,

同理
,

我们可解出输运方程 由于本文主要讨论波函数的最低阶近

似
,

因此
,

我们不再列 出
,

的表达式 把 式与 式代入 式
,

并忽略

高阶近似项
,

我们得到
必一 。 一生

一

、‘
。 动

丫

把 式代人 式
,

我们最 后得到最低阶波函数在外部区的表达式

价
二

,

了 一 夕 一

这里常数 亦为 。 的函数
,

它将通过与接近水线区域的内部波动解的匹 配来确定

为此
,

设水线‘ 的方程为
、少门日切吊一

四
、

水线附近 剥
‘ 的行为

我们将指出
,

在接近水线 处
,

训
‘ , 不能满足正则性条件

, 。 , , ,

一 。 。 ,

这里 “ 是沿曲线 的弧长

正交曲线坐标 行
, , ,

刃 的

引入曲线坐标 〔丫
,

己 系数分别为

, , ,

这里 公 与上节中的 丫

斗

有相同的含义
,

了
,

这里 。 为 平面上水线

上一点的曲率半径 正交曲线坐标 了 , ,

也可用显式表示如下 〔 ,

, 、 。 『 ,

一 气叮 一 户 一 六
二 , 少 , 君 一 街 『夕 一 印

, 二

尸

在正交曲线坐标 行
, , ,

刃 下
,

方程 成为

甲 , 价 。 一
己, 价

口丫

。币 。 上

一
,

〕下

丁 己丫

口 泊 苗

—
十 一一 — 一一‘ 了

印。二 。价‘。

丫 , 口,

由于在接近水线的近场区
,

波沿着垂直‘ 的 了 方向传播
,

并且沿 方向指数衰减
,

因此
,

我们引

人以下伸展坐标
了‘ 一 了 , 。 。 , , 一

在伸展坐标系 仕
, , 为 下

,

方程 成为

口, 功
丁

一一

了下一任
价一天口一

丫

丫 。

口价

公

, 二 己, 价 。

门厂 止、

—口
二 厂 丫 价 ,

一 、一

——
了 汀‘

户 ,

用 , 除 、 式二边
,

忽略含 李与 生的项
,

式成为
入

‘

全更竺 旦三二过竺一
了 夕,

这里我们在取了极限 、 ①后
,

又用原始自变量 了 ,

斗

来表示 由 式可见
,

三维 川
。二

方程在近场区可化为以 为参数的二维坐标系
,

力 下的 。沈 方程来处理
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在
, 二 ,

刃 坐标系下
,

条件 式仍为

训
, 二 ,

时 一 。,

在 外

现在来看物体上的边界条件 式在近场区的表达式 假定物体表面 在
, , ,

力 坐

标系下的方程为
, 口 ,

一

用伸展坐标 式
, , ,

厂 来表示
,

式成为
丫 , , 。 , ,

一

假定函数
, 二 ,

力 连续并有连续导数
,

则在
, 。 ,

点对 式用
, 了 ,

二
, , 。 上 。, 。 , 。 乙奥卜

。

’

入
‘

‘

于

展开
,

可得

由于 。, , , 。 点在水线 。 上
,

因此
,

。
, 。 ,

。 一 。 忽略 奥以上的高阶小量
, 、 , 。 式成

式
‘

为

才迎匕红丝
, , 『 ,

斗

因此
,

在近场区
,

当 ” 时
,

物体壁面可以看作在通过 上一点 尸 而与 垂直的横截面上
,

物体壁面在 尸点的切线
,

这里直线 的方程由 斗 式给出 在近场区
,

条件 式成为

掣
一 。,

在直线 浮上 、

这里 。 ,

为
,

户 平面上直线 的指向流体的法向单位矢量

条件
、

式在近场区的新坐标系下变成
。 旦立哩

口丫

文献 〔 给出了二维问题 归
, 斗劝

,

,

在 上

与 式 在 水 线 上 一 点 尸 附近

口价〔“丫
, ,

的行为

口币‘。
丫

, , , 一 。。。 ·

于
“‘叮 ’一‘ 。。“ · , 于

“‘“ ’

「 丁 拜 少

十 一
。

」

斗 勺

这里 拜 的
。 ,

可时 为直线 的指向流体的方向与 的正方向间的夹角 为物体的特

征长度 。,

动
,

几 动 为与 无关的常数
, 。

与 无关 刃 与物体 表面 的整体

形状有关
,

而
‘

动 可 用 几 时 来表示

由 斗 式
,

我们有

价‘, ’ , 二 ,
。价‘。

丫
, , ,

口夕

在 附近
,

把 式代人 斗 式
,

并二边对 丫 微分
,

我们可得

小“ 了 , 二 ,

口丫

一 。 一 。 。 二

粤、
” “ ,一‘
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闭 。。。, ,

了当
“‘的 。

劝
“ 。

‘ 丁

当 的 二 ,

即 严 二 时
,

由 式
,

可得

了
口

‘

户” , 二 ,

口了

因此
,

在一 设情形下
,

训
‘, 不能满足正则性条件 尹

‘

在水线 上有较强的奇异性

五
、

内部波动解及其与外部解的匹配

由于在一般情形下
,

训
‘, 不能满足正则条件 式

,

在水线 附近的内部区
,

展开式

式 中的 子
, 夕 ,

之 十丁 训
, , 。 应看作整体

,

也就是我们将使 书
, ,

习 少十一

材叮
, ,

的和式满足正则条件 式 为此
,

在近场区
,

我们令

币
, , , 二 一 价‘。, 二 ,

,
, 之 戈

,
,

,

这里 戈 工 , ,

表示近场波动函数 把 式代人 一 式
,

并利用 训’二 , ,

满足的方程 一 式
,

我们可得 戈 二 , ,

满足以下方程

哄 十 哄 织 一 。, ,

在 、外
, , 、 。,

厂 口厂 口犷

以 十 丝 一

口戈

一 《

月
,

在 外
,

一 。,

,

在 上
,

‘ 。 口厂

卫 甲
夕 , 的

,

在水线 上
,

一

。 所

辐射条件改为波 戈沿离开物体的方向传播 用类似于上节对 训 的处理方法
,

我们可以把方

程 一 变换到在正交曲线坐标系 丫 , , ,

下的方程
,

令 、
,

忽略 高阶小量
,

最

后可得以下方程组

,

在 外
, ,

夕

石 口
凡 十 下一 一 一丁 甲犷

人

丫 ,

、 一 曰

了
, 『 ,

卜 仕‘ 少卜, 、

一
、 入

夕一 。
,

在直线 上
,

口
红和 了

—一” 一
丫

,

在 上
,

黑

辐射条件为波向 。 ,

的正方向传播 甲尹 。 , 。 ,

在 了

献 一 给出了问题 一 式的解 戈
, , , , , ,

一 。附近的表达式由 式给出 文

当 了 ,

、 时的渐近表达式 我们直接
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引用文献 【川 的结果如下
丫 , , , 〕

,上 , 。、 〕 ,

一 夕 ,

当 了 ,

加 二

这里

刀 , 一 乙 、
议一 一 拜 。 二

“‘“ ,

二 、 了

产 登 , 走一 召 ,

。 那 二 群 , ,乙 二 一 二

入

朽
,

与 , 劝式就是问题的内部解 由 式可以看出内部波动解近似为一平面波
,

其振

幅 。 与 了
, ’

无关

式是问题的外部波动解 与 式它们都是叠加在基本势流 价〔。, 二 , ,

上的
,

因此
,

我们只需对波动部分进行匹配
,

来确定常数 刃 匹配规则为

戈内部 外 、 一
‘

苏外 内部 苏 斗

由 式
,

可得
内。。 外 。 二

理 二 了 一 尺夕

这里 动 由 式给出

由 式
,

可得
‘ 外部 内二 一 。闭 了一已八‘

· 。 。 ,

一
,

川
‘ 一‘ ·

司
。 丫

’

把 一 , 与 式代人 式
,

我们得到

因此
,

外部波动解为

一 夕

一 刀

书 刀 ,
『

丫

尺 一 犬 ,

弓

三

这里 左 由 式给出

让我们来看一个例子

式就是我们要求的在无穷远处的波动解的渐近形式

对于半径为
“

的半浸润圆球
,

以最大速度为
。

作垂直小振幅振荡

运动的情形
,

取坐标原点 在球心
,

则有

价‘。 , , ,
, ,

一 下丁 。 二不

这里 尺 一 , , 号, , 一 尺 口 ,

为径矢量与 , 正方向的夹角 很易验证
,

, 、 ,

一
,

一
、 ,

一
、 卜

一

二 一 、
, , , 、

二 一
, , 、

口 。 、
式满足 一 式的所有条件

,

这里
, , 竺兰苦

。 日 由 式
,

、 ·

一
、 、

一
一 “

‘ ’ 一 ’

一 ”

一
’ 一 ‘ 一 ‘

口 二 一
’

可得

旦兰竺、 一 生 工垫丝
剑

,

, 时

这里
一 十 舫 对函数一

掣、
口

‘二

在 犷 召 作 展开
,

可得
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一 旦户兰、
到

一 生
。 一 丛 一 动 十 ⋯

。

对于半浸润圆球
, 。 动 二

,

因此
,

拌 二 一

取特征长度为

比较 式与
,

仲式
,

并考虑到
,

式
,

我们得到

。 、 , 、

武 汀夕 一
, 万 气叮 一 一

。 斗

把 一 式代入 式
,

可得
, 二

厂

, 于
一

—
不 。 、 二

。 夕

一飞厂一 卜不又 一 一
八 八 “

。

。 ’

把 式代人 式
,

并考虑到这里 刃
。 , 犷

中 一
而

尺 。 “

。 、食
。 一

。

一 八 气 一 一
、

一 。 ,

最后我们可得

〕
,

当
。

一 二

, 式就是半浸润球体作小振幅垂直振荡运动时的渐近波动解 它与
。

结果完全一致

所获得的

公式 与 所表示的波动解适用于一般三维物体的任何振荡运动

致谢 本文的大部分工作是作者在 年访问美国斯坦福大学数学系期间在 教

授的资助与指导下完成的
,
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