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核聚变与等离子体物理 ,

圆截面轴对称等离子体环平衡的

分析解和极限比压 仍

潘良儒 唐福林 卓克聪

中国科学院力学研究所

本文根据 的基本方程用反纵横比 、的幂级数展开方法求出了 胖 的平衡分

析解 为了考查 、的影响
,

本文计算到了
。

的量级
,

并在没有负压的限制下求得了相应的极限比压
了刀 求得的平衡解亦可作为不稳定分析之用

一
、

月叮 舀

矩形截面等离子体的平衡和稳定性问题已经 由 〔‘ ’, 〔“ ’,

及
〔“ ’等人用分析方法研究过

。

及 〔‘ ’求过圆形截面等离子体环在特殊情况下

的平衡解
,

但是只算到
‘
的量级

。

因此
,

他们的结果只适用于小反纵横比 ‘ 的情况
。

但 是
,

近

来装置的反纵横比不断地在增大
,

为了考查 ‘

对平衡和极限比压的 影响
,

要 求 更高 阶 ‘ 的

解
。

为此
,

本文在 〔 〕的基础上求出
七“

阶的解并计算了相应的极限比压
。

座标系如 图 所示
,

为磁轴半径
,

为等离子体环截面半径
,

犷 为其体积
。

若为非 圆

截面
,

则哟定义为二 二 、
。。

并定义任意量 对体积的平均为 一奈
。

为节 省

”
、 ”一 、

’

一
‘ “

一 ““ ” 、
’一

‘

助 思
一 ‘ , 律 ,

‘ 曰 “ ‘

州
“ 、‘

厂
。 ‘ “ “ 。 “ ’‘ 闰

篇幅
,

本文采用文 〔 〕中使用的符号
,

其规范化后的理想等离子体平衡方程和边界条件为

见歹二 一 、二二二
‘ 七 ‘

叮 吩
产十 脚 用 聋

一 ‘

瑞 脚 用 工 川

其中望

万“

一 、

尸

一

言
一

下车而、一

脚 川洲
」一二、
添

。 一

乳
一

、 。 ,

定义
“十 刀必月 。“ 刀 “ 。 , 萝 歹

“ ,

刀必万 。“ 价 ,歹 歹
,

或刀
,

歹 夕
“

为解方程时减少 两 个 参 变 量
,

萝 。 ,

将以 上诸关系代入 得如下关系

令

〔望
卿

一

葺
〔望

卿

州
一

异

、

一

一

,,

净一
’

」万
一 卜群卜

,

二 。
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二
、

求 的 解

在 和 毛 ’的推导中为避免数学上的困难
,

假设
,

并且只 算到 ‘ 量级
。

鉴

于 的 ‘ 日益增加
,

有必要计算到 〔 的高次量级
,

同时为探索 今 的影响
,

本文对

不加限制
。

引进 川
,

川 九
,

占“ 拜

令 艺
‘ , , 右

,

的
,

将
,

代入 得

坐
。

行
。 一了一

一
“ ’

科

亡爪 。

喘一鲤黔丝 ‘ 。一

一笋
。一

二 省
, ‘ 。 。

夕共 占 夕
。

一二二

—
】 一一不下

—十一下下 一
之 」

—
,

‘ 二下、 拼 。自 拼‘ ,

几 、 拜

吞。 。 ,

当

二另 石下犷 十 下一百下 十 十 下不石不
一 弓 弓一

边界条件 ‘ 。 价 ,

周期性条件 。 占
, 。 省

,

的 」

现在来解方程
,

显然
。

可以展为 级数

。
占

, 二 乙
。‘ ” , 占 厂 。‘” , 占

,

乙
。 。

其中
。 ” , 占 二 生

““ 。 “
,

“
一

“ “
,
厂 。

一青
’ 。

“
,

“ ‘二“ “,

击 一土
”

汀

一尸
一 “

。 万 月 , 。

仃 口 ,

百 一 一 一 龟 一万 一 口 口
汀 拌

‘

因此有
。

一备
一

一 一 。。

一 ,

, ⋯

把
、

代入
,

并比较得

乌 ‘。,

一 奋
。

。犷。‘”

二 ,

。‘ , “ ,

。‘” “ ,

犷。‘ , 拼 “
。

、 胜、了
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其中乙,

是第 阶贝塞尔算子
,

因此方程 的解为

。
, 。 、 。

八 。
, 、

行 ” “ ’

”下万 戈
。

屯一 ‘ 少
, 〔‘ 。 、‘’

’厂 、 ” ’

” ”,

其中
。

的
, 二是 阶贝塞尔函数

。

最后得

、尸声、产叮月,一,、
龟、

, 。 。、 , 、 。

了 。又古 , 份 ”行 。‘“ ’

二下又
,

不
向

一 ’ ·

方程 的解可以按求解 同样方法求解
,

故下面只给出 的解

夕
,

其中
拼 ‘, , 。省 。 占 , 占

,

。 一 , , 。 ,

拼 , 一 召“ 。 ,

二 一

‘ ,

其中 “ 召 ‘ , 。
省

“
擂

。
‘ 占

,

若
‘ 。“ 一 厂 , 。召空 , 召 召 。 ,群 。、产‘ ‘

〕
。 ,

。 , 二 一 。 一 。。 一 。 , 。 二 。

件
任

叮外 , 二 一 一 ,几一口一乏

二 一““ 。 , 。。二 梦
乙

一 召 口 ‘ 、 。舀 ,右斗 。
右 占 , , 。

占

。 。一 , , 二 一 , , “ 一 , 一 工一
,

一 仁
。“ 召‘ 。 一‘ 。粼 。 月 〕 。, 。 一 , ·

。若, ’
夕

其中
‘“ ‘ ” ,

舀 占 。占
“ 。 。

占
又 舀

奋
省“ 占 。占

,

。。 一 〔
,子‘ ‘ 。召 。 召 、料 。料 , ,‘ ,拜 〕 , ,

巧一
一一

。 ,

二 一廿十于 十
乙 住

,

乞 ” 一 口‘ , 泞 二 一 艺氏十

口。十
合 鲁一咭

·。一

扮
一 育十玄一

愧借
十 一

号一 ,

,

一
、 , 十

争
工一 省一 己 扮 管

,

。一 “
玉一 “

,

。。

二 。 , 。 二 一 , 。竺十 。 。“ , 。。二 一 “ ,

护 。、别 护
。
占

。
言 护 。友。 十 占 十 。言 , 。 。 ,

饥正成一
一

“ 一

扣
,

十
, “ 多右

。

一
匕 言

,

“ 一

壳
“ ,

,, 口

‘ 砖
‘一 了一命

“
, 。一

六
“

, ,

一“ ‘,

一
’一“ ’ ,

。二 一 〔 召 。 “ 。。 月 , , ‘胖‘ 。 。拌 , 件 。拼
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三
、

求 的 解

解 和解 原则上完全一样
,

令

二 艺
‘ ” 。 上

,

的 王

代 到 得
‘ 。

里
。 ,

朔
二

舀
·

占
, 。

舀
类 。月 “ 一了一月 “ 一 ’

一万‘一 “仍
一口 月 ‘ 一 ,

一可人一面丁 。犯

生 带了鲤丝
占怎 拼

, 、 万 。一

卜

雪 豁鑫
占

拌

。 , 。 一 ,

一 一
, 一

、声
‘

、尹
、

、了八甘,‘山曰自了吸、了、、

当 《 时
, 二私 当川 时

,

二

边界条件 。 拼 , 口 二
,

周期性条件 。 雪
,

, , 咨
,

劝
,

对于方程
、

经过和求解口的类似计算
,

得

厅
。 。

仃 ,“ 二’ 口
,

其中 拼 “ , 占
。‘ , , 。‘ 一拼 ,

其中
“ ‘ ‘ ,占

。, 。 , , 君 ,占 。 , ,

。, 一 〔。。‘ ‘拼‘ 工‘召 , ,拜 。、〕 。、, 一 ,

,
二

⋯
“‘ 一万一十万 “ 。

‘
, “

‘

一
‘

, “‘二 一了十 ,

召 万 ‘ , 。 有 。 , 言 , ‘ , 。,占
, 。, 一 ‘ , ‘ 一 ‘ ,

。 , 一 , ‘二 一 〔。‘拼 。 ‘召 , 。‘“ 〕
” 。‘, , 夕,

其中
拼‘ “ ’ 占 ,占 。 。, ,舀 , 言 , 舀 。, 占

,

。, 一 尸“ 。, 拜 。 , 拼 ‘ ,产 , ,拼 。产拼 」
,

’ 一 “一 。‘ ‘ , 一 。, , , 一 一 产 一 。 , 一 ,

一 ‘声 一 , 。

八
。 , , 尸 。,

一
。,

八 一 产 ,

‘ , 。, , 二 一 名 , 。, 一
,

“‘ , ‘, , 二 ,乙 。 , 占 , 一 ,蚕 , ‘占 。‘ ,占
,

, 二 一 ‘ 一 。, 一 一 , , 。, 一 八 。
, 卜 , 母

‘ , 。
,

, , 一 ,
, , 一 ,

。‘ , 一 。乍 乍名 ‘乍‘ ‘、 , ,“ ,尸 」



期 圆截面轴对称等离子体环平衡的分析解和极限比压 刀仆

四
、

和 的计算

根据文献【 」
,

基本方程 可以化为

、户、‘尸勺内匕口自
了
‘

、了、

, 「了 。

刀 一泳
钾

叹汤乏 气
一

下
一 少

。 、

万
花啄一

气
洲小尸刁歹

一

」

了。 一

一 泛户、黔 ,

取 的体积分得
, , ” , , ,

﹃

卜式中
。 一

邻臀
川么 一

臀 、
,

、

一一若 一 】行 夕
允

‘

产
、

彭“ 下 咬 一 一赫一夕十

, , “ 、

了
、

夕
, , ,

万
一

厕
一 甲

一

认
, 一

。

声
一

夕」

对八取体积分得
挑 , ‘州 ‘ ,‘一 戈刀

, 二
,

式中 九
, 。 九 兮

, 。“ 又 兮

利用第二节口的解和第三节 的解计算
‘到 。“ 的量级

,

得
, , ‘ , ‘ ,

式中
, ‘。, 二 娜 。 , , ‘ , 拼

一 ‘ 八 八 一 ‘ , 拜 。。

二 一 拼 。 一 。 一‘ , 一 一 , , 拜 。 艺

八
。

‘“ ‘ , ‘ ,

式中 ‘昌, 一 拼一 “一 拼 拼吕 。 一 , 拼 油 ,

‘。, ‘ , “ ,

式中
。‘。、 。 , 。‘ , 一 月‘

一 八“ 加
‘ 拌 一 一,

, 拼 。 一 那 。 一 名 “ 。、

一 一‘ 、 之 。 尽 、 一 卜
、 娜 。 “

一 , 拼 么一 拼

, ‘。, 〔“
“ , 、‘ ,

川
式中

、‘ , 二 。 一‘ “ , 一 。 ‘ ,

。 ,

二 二
, 二

、 , , , , , ‘ 、 , , 。 。 , 。 。 尸 尸 八 。 、 , ,

““’

带 「” ‘ ”‘“ 一 ’ “ “ ’““ ’“一““ ““ “ ‘”,“
‘

一 一 拼 , 。 一 一 拼 , 。

八
忍 拼 一 一 娜 。 ,

八 一 八 拼 , ’ 。 一 月‘ , 。

八 止 。 , 一 一 月 , 。“

八 八 召 。 。

。 ‘“ 。‘ 。 ,

上式
。‘ , 一 拼 拼叮 一 加

‘ 拼 拼

一‘ 。, , 子‘ 。一 。 ,, ‘ 、,,

一 , , 尸。 。卜 。。刀
‘

,月 , , 、,

根据定义
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刀 歹 歹“ , , 了 。 “ 夕 仇 工 , ,

卷

器一
,

器 厂器
十 阴 认‘

器
九附 , ‘

芸 器 十“九丸 命

由于在环的丙侧压力不能为负值
,

并在 尸一 磁流面 上压力为零
。

因此
,

必须有不等式

、矛、夕一勺匕口了、了、刀 、产 八

而
一

一
, 。一 。 ,

‘己
器

, 。一 。 一 。 一 。 。, 。 夕 。 ‘ , 〔

一
器

, , 。。 。 一 。 一 。
气。 、 ‘ 〔 。 少毛 ·

⋯⋯

经计算得到
‘ , 一 , “ 。 , 夕 ’夕 一 拼 。 料 。 ,

。 ‘ , 一奋
、

〔一 ,“ 一 ‘ 。 卜 ‘ ‘ ,。 “卜 八 ,“

一 八 拜 , 一 名 “名 ,

忿 拼 一 拼 , 一 八 拼

一 之 拼 。 名一 八 八 “
,

。 二

令
。 , 。。 。、 、 。 、 、 。 , 。 。。 。‘ 、

“
‘

拼
一 、 一 ‘ ”

。 拼 拼 。 一 , , 拌 , ‘一 。一 ‘ 拼

。一 。一 。 。 子‘石 、 , 。 。 , 拼 。〕
, 夕 ‘ , ,

夕 “ , “ , ,

, , 、 。 , , , 。

夕 ‘“ , 二 行芳 拼 。 , 一 拼 , 一 一拌 。 一 一 拼 」
,

“ “
拼

。 一 、 ’

一 ”
”一 ‘ 一 ‘ ”

一
’ 诬 一‘ 一 ‘ 一 、 一

‘ ‘ 一 ‘ 一 “ 一 、

。 ‘ 一

贵
一 艺一 八 一 , 。,

州
‘ ,。

一 拼 工 一 一 拼

拼 一 拼 , 拼 。 一 拼

一 拼么 么 拼 、 一 名 拼 。 ,

一 “‘ , 。 拼 一 卜 拼

如果令器 ,

我们就得到
一 ,

卜

八月任
、了、矛砚、川

考虑到方程
,

就可以解出。 , ‘。

一夕 ,夕 一
, , , 一 夕 ,

记 一 夕 , ‘。, “ 、 ‘ , 。 , 。“ ⋯ ⋯
,

式中 , , “ ’ “‘ , “ , ‘ , ‘“ , 一 ‘“ , , ‘。, ,

, 反 、 夕 , 一 ‘ ,
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同样记 二 ‘“ , , ‘, ’。 。 , ‘“ ,‘“ ⋯
,

, , 一 ‘ ‘ 一 ’ , ‘ 。 ⋯ ⋯
,

其中 “ ‘, , “ , , 。 , “ , “ , , ‘, ’ 么一夕 “ , “ , ,

‘ , 一夕 ‘, , ‘ , “ , “一 ‘ , 左‘, ’ “
口 ‘ , ‘ ,

‘一 ‘, 一拼 , 力 , ‘。, ”一夕 , ‘。, ‘ , ‘” “ 夕 , “ , ‘ , ’,

“ ’ 刀 , ‘。, 〔八 , 人“ 、 “一 ‘ 、 人“ “ 」一夕 “ ‘ ‘ 、 “ ’

“ , 一 ‘ , “ , ,

名一夕 , ‘“ , 左 ’、

五
、

关于极限比压 书劝
,

日和月的计算

现在有了。 , , ‘就可以计算 刀诊
,

万和万
。

由 式

夕 。 , ‘。 刀
‘一 ”‘ 一 ‘ 刀

’ 。 , 刀 “ ’〔 ·

⋯

其中 刀
一 ‘ 一,

刀 ‘ , 。 。, , ‘一 ’ 。 , “ , 夕 , 。 , ‘ , 气‘。, 。 , ‘。, “ 。‘名, ‘一 ‘’ “ ,

刀 “ , 二 。‘ , , ‘一 ‘’, , ‘“ , ‘“乍。 , “ ’ 夕 , ”。 , ‘。’ 。‘“、
夕」〔一 ’ 。 , ‘ 、

‘ “ 协 阴 , ’ 。 “ 一 ‘ , 气“

从上面可以看到
,

刀诊是拼, , 〔的函数
,

对于固定的
。 ,

对所有可能的
, “ 要想使 刀诊达

到极限值
, , 召必须满足关系式

刀
拼

全坦二

丝
拜

取刀
月

二
,

刀夕 己 刀 ‘ , ,

一 不 一 一
“

一 一一不 一 门一

口 仅

刀
气‘少

。

二

设
。, “。

是满足 的解
,

将叽 , 拜。和给定的 ‘ 代入 即得到极限 刀诊
。

把刀按 ‘ 的级数展开为

刀 刀
‘一 ”‘一 ’

刀 , 刀 “ 。

⋯ ⋯
,

由 式 刀
‘一 ‘、

“ , 切 , ‘一 ’ 。十 , ‘ 一 ‘ “ ,

刀 ‘ 、 , ‘” ,夕 ‘一 ’、 , 。 “ 户 , ‘一 ” 。 。 , ‘。,夕 , 。 。 力
‘ 一 ‘

’

之 力 , 气一 ‘’夕 。, 月

夕 , ‘ , “ ‘ , ‘一 ‘, 。 ,
一

‘’ “ , “ ,

刀 ‘’ , ‘。’ “ 、 。 , ‘ 、户 , ‘一 ’ 。 脚 , “ 飞夕 , 戈。、 」 。 , ‘。、

户、‘” , , , 。、
力 , ‘一 ”

” 一 ‘一 、

‘。, “ ‘一 ‘、 “ ’」 , ‘
一

‘
、

力 , 。’ 夕 ,
‘ 一 ’,

刀 〔。 ‘。, , , ’口。

, ‘。, 之 , 〕 。二‘ ,夕 ‘一 ’、 ,万
, 。、 。

一

工 一 ‘ 。 少 ‘。, , ‘。、 工

解 , ‘’ ‘一 ” 夕
‘

。 ,夕 , ‘ 打 ,“ 夕 户
一 ‘、 “ 了万

由定义 万 刀 刀
丫

二万‘田 万“ 、。

百
‘

叭“ ⋯ ⋯
,

其中 万‘“ , , 刀 ‘一 ‘ 刀
、 ‘一 ’ ,

万“ 刀 ‘。、

刀 丈一 ‘ 一刀
一 ‘

「

长刀
丫 。、 ,

厅
‘ ,

把万按

二 刀
, ‘’ 一刀‘一 ‘’

刀
、 吸‘’一刀

”
「

月 ‘ 刀 ‘一 ‘少 刀
‘ ”’ “ 〕

万 万‘”,

由 式得

的级数展开为

万 ’‘ 万‘ 性“ ⋯ ⋯

、

冬
乙

一 口 ,

,二一山

钊‘’二 一 尸 口。 ‘厂” 厂占 月 一 尸雪口
,〕 ‘“口 〕阴 ‘ 、
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拼名一占 口 拼 ‘”、

一 〔言 拼一召 一 ‘ 一 占 , 口」 , ‘一

健
,

, ‘ 、

一音、 , 。 。 。 ‘ 少 〔‘ “ 。 、 ‘一 ,‘ “」沉 “ ,

占 忿 月名 “ 一 占口。 一 环君 , 〕阴 ‘ ,

拼 一雪 口 拼 , ‘’ 〔祥 一 雪 口 拼 一 拼占 , 」 ‘ ,

仁了 一 右
吕 林 一 拜占 口 一 舀 口万 , 」 ‘一 ’

六
、

结 论

图 给出了极限 刀
丫
夕随。变化的关系

。

从图可以看出当 ‘ 增加时 刀 减少
,

当 ‘
较小 时

‘ 阶的解已足够精确了
。

但是
,

当‘较大时 比如说
‘ ,

高阶解给出了约 万的修正
。

因此
,

对大的 〔 必须将流函数展到
〔 的较高的量级

。

图 给出了 刀。 刀 对
‘ 的关系

。

同图 一样
,

当‘ 较大时必须考虑较高阶的解
。

图
、

,

分别是 百与万的分布
。

图 是流面图
。

万最大的地方在磁轴中心处
。

从图 的环向电流分

布可以看出在环的内侧存在负电流
。

由

万 」一 「
,

灯刀 艺七 刀 芳 助等〕一
。

·

万 。 、

踌 。口 丫二 ‘ 。 二。 、、二
‘ 二 二 。二 。二‘ 一 、 丫山 。 二

二 , , , 入 一二 二 。 。
,

。 二 、

习石至
一

讥阴压刀 芯尼伯 佩 四 阴 ”洁软阴止刀 川 。

庄刀尼 田 洽化胜刀术学阿
, 叮 足那 叫沦,

伦兹力
,

万 表明环向洛伦兹力是压缩和限制等离子体向外扩张
。

万 是加强等离子体

向外扩张
,

可 的出现
,

说明逆磁电流的存在
。

关于如何在计算上防止负的可出现
,

可以用

条件万
一 、, , 。》 代替条件 来实现

。

本文的平衡解可作为不稳定性分析之用
。 争 尹 十 , , ”。

‘二八曳

图 座标系 图 刀户 。二与‘的关系

尹
飞

人头
。卜飞曳

口
口二 介

图 刀户 冲 高阶解的影响 图 刀 刀 的分布



期 圆截面轴对称等离子体环平衡的分析解和极限比压 刀诊 马

户

口 界 公,

二 兀

图 冲 的分布 图 流函数

张雅琴同志参加了本文数值计算的部分工作
,

特此致谢
。
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