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计算应力强度因子的奇异等参单元

徐纪林 吴永礼

中国科学院力学研究所

用有限单元法计算裂纹顶端应力强度因子
,

来反映顶端应力的奇异性
,

导致于裂纹

顶端特殊单元的应用发展很快 当反映裂纹顶端应力奇异性的奇异元与外围普通元混合

运用时
,

奇异元有一最佳尺寸
’ 对于不同的问题

,

最佳的单元尺寸也不同
,

这就是说
,

裂纹顶端单元的尺寸对计算结果有明显影响 如果裂纹顶端单元太大则计算误差大 如

果顶端单元太小则不能反应裂纹顶端应力的奇异性
,

所 以裂纹顶端奇异元与外围普通元

之间有一过渡问题

文献〔 〕对于八节点和十二节点的放射型等参单元 如图 所示
,

给出了能反映裂

纹顶端应力奇异性的边中节点位置的普遍公式 本文采用具有过渡元的等参单元
,

进一

步计算了中心裂纹均匀拉伸试件和对称三点弯曲试件的应力强度因子的 值
,

以及偏

裂纹三点弯曲试件和四点弯曲试件的
、

值 , 并与无过渡元的计算结果进行了比较

和讨论

应 力强度因子的求法

戈
‘

门
吩月只应应应应彩彩彩彩

裂纹

八节点单元 十二节点单元

裂纹体弹性力学平面问题的位移解具有以下形式

本文于 年 月 日收到
。
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对于裂纹顶端附近的位移场
,

可 以忽略 , 的高次项
,

这里只取 的项
,

利用裂

纹上表面 动 及下表面 二

、少、产自,了‘、了‘、
拼

一 动上的位移可推导得
, 汀 一 , 一 汀

一卫兰一 三
化 丫

召下
, 兀 一 “ , 一 汀

了万万
一

儿
‘’一汀一

甲下
一 矿万万玛

, , ,

把式
、

的第一项分别记作 夕
、 夕 , , ,

则式
、

分别是 以 夕
、
夕 作纵坐标

,

作

横坐标的直线方程 , 直线对纵坐标的截距即分别为所求的 型和 型的应力 强 度 因 子

和 , , 因此用有限单元法求出的裂纹面上下的位移来 作 图
, 夕 ,一 和 应呈线

性关系

裂纹顶端特殊等参单元及过渡单元边中节点位置的公式 普通等参单元形 函 数

是 盆
、 刃的多项式

,

一般所给出的位移模式不包含心下项
,

所 以不能反映裂纹顶端 应力

的丰奇异性、

一 的射线
,

对于图 阴影部份所示的放射型八节点等参单元
,

对等参数 坐 标 ,

可以推导出
,

当

犷万 十 召万
’

、 , 、 ,
‘、、

,

创万 娜万
,

一
“ , , 习二兰夕义凡 」兰叨、 一 一 一一万 户一 下一一 下 一一下二 尸一一号一习一 习 丫 一

位移模式包含寸了项
,

由此

得到的应力具有干奇异性
, 同时

,

对于裂纹顶端单元 , , 。,

由式 可以 得 到
。

、尸

一互一
,
这与粤边中点的顶端奇异等参元 结果一致

任
对于离顶端很远的单元

,

很大
,

由式

可证明 一 ,澎 一 即给出普通八节点等参单元边中节点取鲁边长的一般结
‘
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果 对于 刁二 的射线
, 、 。和 、

有类似于式 中
、

和 的关系

同样
,

对于十二节点等参数单元
,

可以推导出
,

当射线上边中节点
、

月 ,

位置满

足以下关系

甲万 十 召万
’ 召万 汀刃

’

一

时
,

省二
心万 十 斌万

一 一下于于二下一万一一 宁
、 ‘ 一 习 甲万 一 召万

了下
,

位移模式包括创了
,

材了项
,

由 它 得

到的应力具有书奇异性 对于裂纹顶端的单元
, , 。,

、产

由式 可以得到 二

要
,

沙

,

百
‘ , 与文献〔

,

〕十二节点等参奇异元结果一致 对于离顶端较远的单元
, ,

很大
,

由式 可以证明 一 “ 工兮互
,

厂 “

结果

一
,

它给出普通十二节点等参单元的

综上所述
,

由式
,

决定的射线边中点位置的特殊等参单元
,

位移模式在较大

范围内包括甲下项
,

在裂纹顶端
,

它能反映应力的奇异性
,

而在远处它又退化为普通的

等参单元
,

因此裂纹顶端附近单元的尺寸对计算结果不会有显著的影响

算例分析 本文采用裂纹顶端收缩等参单元 对八节点单元
,

在顶 端 由占二 一

三个节点合为一点
,

对于十二节点单元
,

在顶端由舀 一 四个节点合为一点
,

分别用

有过渡元与无过渡元两种方法
,

计算了中心裂纹均匀拉伸试件和对称三点弯曲试件 图

幻 的 、值
,
以及偏裂纹三点弯曲试件 图

、

图 和四点弯 曲试 件 图 的 、、

值
表 给出采用式 决定过渡元边中点位置的八节点等参单元的中心裂纹均匀拉伸
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试件的计算结果
,

与文献〔 〕的结果符合很好 从图 看虽然算 例
、

取的单元
、

节点数不多
,

而计算点外推线性仍很好

算 例 单 元 数 节点总数 附 牙 犷而州 工 扩石
, ,

甘甘︸

⋯

图 所示对称三点弯曲试件
,

由于试件的对称性
,

只需考虑图形的一半
,

共 取

个单元
,

个节点 图 给出了无量纲化的计算结果
,

并与文献 〔 〕边界配置 法 的 计

算结果 , 附 二 进行比较
,

两者符合很好

图 所示偏裂纹三点弯曲试件
,

共取 个单元
,

个节点 图 给出 了 计算结

果
,

与文献 〔 〕的计算结果 二 ,

符合很好

图 给出采用有过渡元的十二节点等参单元计算图 所示偏裂纹 三 点弯曲试件的

结果
,

虽然所取单元数不多 共取 个单元
,

个节点
,

计算点外推线 性 关系仍很

好

图 所示四点弯曲试件
,

计算中取 个八节点等参单元
,

个节点
,

由图 给

出计算结果 但最后这两个计算均无其他计算值作比较

由图
、 、

可以看出
,

采用过渡元时
, ,

在裂纹 顶 端附近呈较好

的线性关系
,

而无过渡元时
,

则 纳 和 线性关系在裂纹顶 端附近不太好
,

计算

值波动较大
。
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