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岩石介质变模量帽盖模型

的弹塑性本构关系
‘

钱寿易 章根德

中国科学院力学研究所
,

年 月 日收到

摘 要

本文用连续介质力学的理论分析了岩石屈服前的性状 导出了岩石介质的非线性弹性的木构方
程

,

并与实验资料进行了比较
,

二者
一 一

分接近 进而用非线性弹性取代一般帽盖模型中关于 弹 性
区的线弹性假设

,

导出了非线性弹性
一塑性硬化的帽盖模型

,

岩石介质是一种物理力学性质十分复杂的地质材料 为了恰当地描述它 的 本 构 关系
,

和 在 等人的研究‘”及剑桥模型
‘“ ’的基础上

,

提出 帽盖模型‘
“ ’〔‘ ’

由于帽盖模型能恰当地拟合多种加载途径下的试验资料
,

如实地描述岩石介质的主要性状
,

可以广泛地用于不同的目的
,

充分显示了适应性与灵活性
,

所以近几年来获得了广泛的发展

和应用‘
“ ’一 ‘ ’

帽盖模型具有传统的增量塑性理论的结构 在加载函数对屈服面
、

塑性势都是相适应的

情况下
,

正交流动的增量塑性基本关系式的推导建立在两个基本假设上‘
吕 ’ 第一个基本假设

是 存在一个标量屈服函数
,

非弹性应变仅在 时发生
,

并且 不依赖于非弹性应

变 第二个假设是 塑性应变 。为对 氏 , 的依赖关系是线性 的
,

即山几二 , ,

日口抢。
刁 。。

这里 小 ,是某个常数

在一般帽盖模型中
,

弹性区常采用线弹性假设 由于线弹性不能反映岩石介质在屈服前

的应力应变关系非线性
、

膨胀现象等特性
,

导致了用应力增量与应变增量的关系式来代替线

弹性中常数的体积模量与剪切模量 这样计算就十分复杂 所以
,

如何使帽盖模型既能反映

岩石介质的主要特性
,

计算上又不十分复杂
,

成了一个十分重要的问题

本文为解决这个问题进行了尝试 首先
,

运用连续介质力学的基本理论分析岩石介质屈

服前的性状
,

导出了岩石介质的非线性弹性本构方程
,

并与实验资料进行了比较 进而
,

用

非线性弹性的本构关系来取千七一般帽盖模型中关于弹性区的线弹性假设
,

导出了一种新的变

模量帽盖模型
,

即非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型

扮 钱伟长推荐
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一
、

岩石介质的非线性分析

具有增量关系的一般帽盖模型在三维笛卡儿坐标中能表示为
〔‘ ’

匀 , 山几 女几 一

岭 一鑫
占‘ ,

而二 去
一

而
‘ , 一
补

, 二

。‘ , ,

几
,

口
, 几又一一
￡‘ , “ ‘ ,

、 ,

,

如

如

这里
,

击 , 是克氏符号 ‘ , ,

山乳
,

山二各表示总应变
、

弹性应变
、

塑性应变的增量
‘ 表示应力增量

。

几是一个系数
,

仅当塑性应变发生时不为零

引入 ‘ , ‘,

一合
一 ,一 ,一

‘ ,

一奋‘
‘ , ‘ ,

一合
‘ ‘ ,

经过冗长的张量计算
,

最终可以得到
‘ , 一‘

砷
几一 以箭

‘

恤
一“
儡蔺器

、

, , 、

欲 , 。

、

百不 八““““十 行反牙不
, 一

万不
人 一士

‘

二石 竺
。

一
一 ,

一

釜
‘

‘
一

影不
‘

一

一 ,

对于岩石介质
,

常采用
一

准则作为破坏准则 如果破坏面与屈服面相一致

作为第一近似假设
, 一

关系的线性化描述可以表示为
口 一 二 协一 功

式中的 和必分别为内聚力与摩擦角 见图

用三个应力不变量来定义用最大和最小主应力

表示的关系式
, ,

与 了 分别如前面所表示的
,

第三个不变量
。可以表示为 一令

‘ , 。 , 。 。‘ 应
刁‘一

’ 一 ’

一
一 。 ’ ’

一
‘ 刁 ’

甘
一

“ 一
’

一

力不变量可以用静水压力和偏差应力分量来表示

于是三个偏差应力主值就满足下列三次方程

一 一 。 ,

设 代入 式
,

可以得到

一一 堆叻一一一
。 十 门 ‘

一一,,,,

图 线性化的莫尔一库伦关系

。 。 。

一 一 矛一以 一
一

啼一”

解方程 的
,

可以得到

告
二二 , 井 二 , 一

材
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“一
如一

一

分 一乡
一‘ 一 一丫

了

斌 孟

作为第三不变量的方便的代换量就是 角 所以
,

以 , , 、 ,

采表示应力 不 变

量
,

三个主应力可以表示为

了。
口 月一

一

二一兀
、

”

﹄

︸了了

一曰

吸
、了、、产

汀

任。

,

斌一一一

招

口

将
,

式代入 式
,

可以得到

了
功 材

,

口一奖吞 功一 。 功 一

于是
,

万几 二万

李互
护 一 。。。。 , 。 。一鱼铸 。一 。

习 习

将式 与 代入式 与
,

就可以得

山 山 , 山
。 一 几 娇

‘

一
“ ‘夕

刚石
”【 “ , “

裂
, “一“ 口,

又

功 , ￡ ,

功 。 。 一 口一万寸 口一 口 万了了 。
’
、 口 ‘ ‘

、 功 。。。 。 。 。一熟些 。一 。 一 么

功翼心 口 奋

公式 与 给出了以
一

准则为破坏包络轨迹时帽盖模型的应

力增量表达式

帽盖模型中包括三种不同的性状方式 弹性性状
,

破坏性状及塑性硬化帽盖
。

在屈服前

岩石的性状往往认为是弹性的 弹性区的模量常用有效的卸载资料来确定 对一般的低孔隙

率岩石
,

可以把体积模量
,

剪切模量 都取作常量 但是为了更逼真地拟合岩石的特性
,

特别是具有较高孔隙率的岩石
,

就必须用非线性弹性来模拟岩石在弹性区的性状

借助于连续介质力学基本理论的帮助
,

我们可以很快地导出非线性弹性的本构关系 对

于弹性体
,

我们知道应力张量口与应变张量 。有一一对应的关系
。

式展开成级数能写成如下的形式
, 。 , ⋯⋯

按照张量分析的
一

理论
,

对称张量满足它自身的特征方程
,

可以得到关

于 口的幂的递推公式 〔“ ’

叮 。 。一 口 ,叮 一

这里
, , , 。
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二 ,

口。

。

为单位张量
。

借助于公式 的帮助
,

的任何高于 护 的幂都能表示成
。 , 仃 和 护 的线性组合

。

于

是公式 中关于 的三次幂和所有的高次幂都消失
,

式就变成
。 功

。 。

功
,仃 功口

公式 中的 模 数 功
‘
功
‘ , ,

几 能表示为主应力不变量无限级数 如果我

们这样考虑 功‘中各项的取舍
,

使得 。的表达式中只出现 护 项
,

而不出现 丫 或 口 的 更 高次

幂
。

于是
。就不出现了

,

结果公式 能写成如下的形式‘
”’

。 。 , 犷
。

万 。 叮

设岩石介质在均匀无应力的自然状态时
,

应变为零 于是 。
。 , , , , , ,

为尺

度常数 将 式写成分量形式
。‘ , , 一

卜 占‘ , 。, ‘。 。 ,

公式 中除了 和 外所有的常数都消失
,

就可以得到虎克定律
。二, 月 ‘ , ‘ ,

这里 ’

十 ,

百为扬氏模量
,

为泊桑比
。

。叮, 了
‘ , 万

, ‘ , ‘。

表示了对虎克定律偏离的非线性分量 体积的非线性膨胀可以表示为

夕‘ 十 十汀十冬 孟 一
,

西 一

对单轴压缩
,

几

犷‘二 一 万

式表明了单纯的剪切能引起膨胀
,

这就是人们常说的剪胀性
。

所以公式

作为岩石介质的一种非线性本构关系
,

它能恰当地描述膨胀性
、

非线性响应等岩石的重要特

性
。

公式 中的常数能通过岩石力学常规试验得到 例如
,

由常规三轴试 验 给 出 了

‘ ‘与 一匀曲线 从氏 “ 。曲线在。 ‘ 处的斜率就能定出常数 从几一 。 曲线在

处的斜率可定出 由 一奥曲线
的斜率与。一李兰二曲线的斜率能定出 厅 与

”礴
‘

扩

”
刁 产

一一
’

一
一 “

一
”甘 护 ‘ ’ 必 一 ‘ 四 曰 “ “

’ ‘

一湘‘ 囚 “
“ ’

“ , , ‘“

当
, , 。。 时

,

静水压缩试验没有非线性膨胀现象
,

即

二 职十

于是 二 一 厅
,

再由单纯剪切或真三轴试验就可以定出常数

我们对 ‘”’所给出的柳吉特砂岩在围压 时的三轴试验的实验曲线进行 了 模

拟 由电子计算机计算得到的常数为 一
一 ‘ , 一 ’, 百

,

二
, 一 ,

厅二 一
一“ ,

二一
一 “ ,
乙

,

理论计算的

结果与实验曲线比较接近
,

分别如图
、

图
、

图 所示 这表明了非线性弹性的本构关系能较好

地模拟岩石介质在屈服前的主要物理力学特性 用它来取代一般帽盖模型中关于弹性区的线

弹性假设
,

就能得到非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型
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乙

招
、

尸刀介
‘

、

柳吉特砂岩

二 千巴

门七

一 一

轴向应变 周向应变

—实验曲线
一一非线性弹性模拟

图 围压 时轴向与周向应变、轴向应力差的曲线

盯
义

柳吉特砂岩

。 千巴

丫

翻划

又
又
又

的仆。匕

划跳

柳吉特砂岩

订 , 千巴

又
‘

、 父
交

乃月刀刀刀价仲‘。‘。‘口‘

田十只日骊斗

斗 、 飞

一 一 一

△犷产
。

—实验曲线
一

非线性弹性模拟
图 围压 时体积应变、平均压力曲线

一 一 一 一
‘

剪应变

—实验曲线
一 非线性弹性模拟

图 围压 时剪应变 轴向应力差曲线

二
、

非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型

前面的分析给出了岩石介质在屈服前的非线性本构方程 对于实际中存在的大量球对称

问题
, 。

公式 中的常数变成

, 月 一黑
乙

犷

一 仃

弹性应变可以写成
。万, 君

‘ , ‘ ,

‘

尹 二 , 二 二 、 二 , 。 、 。

、
一万

,

一百 刀十月 丈它十
一

丁 万十月 山 山了 」
。‘少十犷它

一 十‘ 上‘ 山 , 伟
· 工

弹性应变增量 。专,

, 二
己乍

,

口

口产
、 ,

丈 ,十 二步
才 ‘

口以‘

一扮
,

责
一

而
‘ , 一

静
了 。‘

一 ‘ , 一 方 刀 , ‘ ,



社 钱 寿 易 章 根 德

于是
,

具有增量关系的非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型可以写成如下的形式

山
‘ , 心乙 山几

山乳一弃 为 杀
一

了
, ,

一知
‘ , 一 十 。, ,

一“ ‘ 一 一 ”一
‘ ’

火一“
, 一 ’

一
‘ , 、一 曰 一

一 ‘ 一 ”一
’

。‘ , ‘ ,

‘ , , 。
乙

, ,

日

山几一
“‘

’

而
’

、

如

如

〔 与 变成
·

在塑性形变过程中
,

公式
‘ , ,

几
, ,

“云, “ 凡西而

、

由公式 能得

日 ‘夕
‘ 一

卜 。犷,
由乳二

将 式代入 式
, , 。

日尸

面
“口‘ , 十“‘

可而
。

公式 可以写成

一 , 一
企

一

占‘ , ‘】

亩
‘ ,

一
一

占 , ‘ 一‘ ,‘
, ,

。‘ ‘“十 ,‘
, , “只

黔 一

式两边乘 山 , ,

化简后可得

。‘ , ‘ , 一 。

, , , 。

““ 厄了
,十“ 乙 沉石口

‘“

于是有
, , 了

, 。

日尸
。

、

八 己念‘一 人不 一 。 铆
、 口 仍 ,

改写成不变量 ,
,

, 的形 式
,

由 于念
一卜护。裁

一、芸 二二杀名内
召蕊 户

’

甲几

口
。
口 八 ,、 , 、 、卜 。

二丁万一 汀 一不二 ,
一 。

之穿工枯 火艺
。

少 百已尼又勺 次
, 己飞了 ‘

, 、 。
, 二 ,

日
, , 、 , , 、 , ,

“匀 ’十气百乙 一 “‘ ,““ 一“ 几赢
, “ 叨十月 “““ ’

‘ 十了
一“山 ’

将 式代入 式
,

化简后可得

山 , 山
口,

‘女 一 迎拳、 叮
。‘ , 一

、 一 ,

占落

斌几 斌不
, , , 、 , , 。

、

一 八 行 万 了 吸以 舌七一 式 下 , ,“ ,
,
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旦二 可得
口‘ , ’

将公式 两边乘

日 了 工 、
。 , 二 , 。

“‘ , 西而十气万丁一万瓦
““ ‘ , 。而 一

“ 几。 ‘。 。 石

日尸
, ,

。 二 , 、

不一 口点, 万 月 ‘ 以
口口‘了

以公式
·

, 。
, ·

, 及戳、
‘ 口

以兀 以几
代入上式

,

化简后可得
才丁通口一六

一一

将 式所表示的 几代入 式
,

就能求得所需的 山 , 的值 对于以

准则为屈服面的非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型
,

应力增量表达式为

‘ , 二肛兀。‘ , 一 尤 方 万 ‘ , 」 。 , , 一 。功 ‘ ‘ , 一 , 下李毕于
、 乙习

口一旦凡一 、
冠

,

斌了

几

, 尸
, , , ,

八 叻 ￡ 正一 仔一份份 下万万专 , 口 二一 八 仃 万 月 以
,

八了 ‘ 八产 菊万
““ ,

‘ ‘ ‘

散
一

。功黑。
一‘ ‘

箭两
公式 一

、

中的
日

斌不一
“〔

, “ ”一

兴
“一 “

·

模型的拟合过程与一般常模量帽盖模型相拟 〔
“ ’ 只是本模型的弹性区采用了 非 线 性 假

设
,

要由三轴试验来定出常数月
, , , ,

它比线弹性假设多了两个常数 与 而

常数 一 是非独立的常数

比较公式 与
,

与
,

非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型比一般

常模量帽盖模型都增加了与非线性常数相关的项 当 时
,

相应项也就 消 失
,

本模

型也就转化为一般常模量帽盖模型 所以
,

一般常模量帽盖模型只不过本模型用来描述低孔

隙率岩石时的一种特殊形式 非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型既能较好地描述岩石 在 屈服前

的非线性
、

膨胀性等特性
,

又能恰当地拟合岩石的各种破坏性状与塑性硬化性状 与常模量

帽盖模型相比
,

具有更广泛的适应性
,

能适用于描述各种类型的岩石介质 并且
,

它的数学

形式又比较简单
,

能广泛地应用于岩石工程与地下激波的计算中
。

结论 为了更逼真地描述岩石介质屈服前存在的非线性
、

膨涨性等特性
,

帽盖模型的弹

性区必须采用非线性假设 运用连续介质力学基本理论可以导出岩石介质在屈服前的非线性

本构关系
,

进而可以得到非线性弹性
一

塑性硬化帽盖模型 当着非线性常数消失时
,

它 就 转

化为一般的常模量帽盖模型
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附 录

叮 应力张量
。 , ,

应力张量的分最形式
。‘ 应力偏量的分量形式
‘ 应变张量
￡‘, 应变张量的分量形式

氏 , 应变偏量的分量形式

叱 弹性应变张量的分量形式

。打 塑性应变张量的分量形式

。汽 弹性应变增量

。汽 塑性应变增量

岁 。磊 塑性体积应变

。犷
,

矗 塑性体积应变增量
。 三轴压缩时的轴向应变
。 三轴压缩时的周向应变

‘,

克氏符号
, 应力张最第一不变量

应力张量第二不变量

应力张量第三不变量

了 应力偏量第二不变量

应力偏量第三不变量

过
, , , ,

乙 非线性弹性常数

线弹性体的体变模量

口 线弹性体的剪切模量

杨氏模量

泊桑比

内聚力

功摩擦角

犷“ 非线性弹性的体积膨胀

屈服面函数
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