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周期波以及孤立波的分裂
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摘 要

本文研究了在流动方向有缓慢变化的任意截面渠道中的非线性周期波
、

孤立波

以及孤立波在这种渠道中的分裂 导出了适用于这种渠道的变系数 方程
,

并求

出了该方程的首项近似解 得出了波速
、

周期
、

波高和渠道儿何尺寸之间的关系
,

得

到了分裂后孤立波个数的判别式及分裂后孤立波波幅的表示式
,

并应用于矩形渠道

和左右对称的三角形渠道 对于矩形渠道的情况
,

本文的结果和 和
,

,

和 等人的结果一致

渠道中水的波动是个古老而又实际的间题
,

很早就为人们所注意 早在 , 年

和 少 就研究了均匀矩形渠道中水的运动 他们首先考虑了色散和非线性的影响
,

得

到了著名的 方程 但由于数学上的困难
,

该项工作长期没有较大进展

六十年代以来
,

随着非线性 方程研究的进展
,

渠道中非线性波的研究重新活跃起来
, , 仁, , 首先研究了任意常截面渠道中的孤立波 。 和 ‘ , 从数值计算

中发现了孤立波在变浅渠道中的分裂
,

并由实验加以验证 接着 即 , 〔 研究

了渠道深度在流动方向可变的矩形渠道中的孤立波 文献【 〕研究了更普遍的情况一一缓变
的任意截面渠道中的孤立波 阁 已经对近年来这

方面的研究作了全面而详尽的总结

一
、

变系数 方程的导出

‘

止
’一 二

’ , ‘

’

二杯 。
,

,‘
,

工

我们研究理想不可压缩流体的无旋运动 渠道横

断面及坐标
,

如图 所示 丫 轴为流动方向
, 丫 轴垂

直向上
,

坐标原点在自由面平衡位置 我们假定

渠道的深度和宽度是同量级的 水深远小于波长
,

且波幅较小
,

即 八。 又 肠
。 ,

其中 孟

为波长
, 。为特征水深

, 。 为波幅 渠道形状随 ’的变化是缓慢的
,

即 厂
‘ , 。’

引进如下的无量纲量

本文 年 月 日收到
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‘

又, 夕 夕
’

人。 , 之 ’ 。 ,

, 一 , ,

了舟
、,

一
·

乃。。 , , 一 , 。 ,

。 一 。
, 。

丫奋瓦
。 一 ,

,
。 。

了仄
, 。 一 留

,

对 。
。

了仄
,

。一
含‘

· ,

一 、 、
。〕

,

其中带
’

号的量为有量纲量
, 刃 二 , ,

为自由面高度
, “ , , , 。 为流体的速度

, ,

户 分别为流体的压力
、

密度
,

环为自由表面压力
,

为重力加速度

我们求行波解
,

引人坐标变换

、一 丫而 “一
‘ ,

一
,

其中
,

一 一 ,

学基本方程组变为

水面宽度
, 、 一

口

即 。 渠道过水断面面积 流体力

的仁臼仁了而
“ 十 。。

一

十 。 十 。

一 “ 。 。
丫而

“ 。 。“ 。。 , 。。

,

了而
。。 一 ,

。 一 。。 。“

丫而
。 。。、 。。。 , 阳 。二 , 一 。

,

。

卜 留
。“

了而却
。留 。。留 , 。叨留 二 二

一 。

边界条件为
、

、,、夕臼臼臼刃 ,

即 一 叭

。“

了丙
,了。 。 二 。。 , ,

在 印 上
,

、、,了、、产、、夕、

仆
、了、了、了、

。 留 士二 士 ,

在
,

上

把 。
, 。 , 即 , , 勺按下式展开

口。
一

, ·

⋯
代人

,

式
,

得到零阶量的方程及边界条件如下

一 。。
,

。
了而 , 。

,

一 。
,

, , 。,

一
,

丫而
“ 。,

。 。。, , , 。

一
,

刃。 。 , 。。一 一 刃。
,。 在 上

,

。。一 却 士 在
,

上

由
,

式可解得

刃。 歹
,

八 夸
, ,

。
杏

,

一 丫丙
。
夸

,

由流动是无旋的条件引人势函数 甲
,

使

一 百枷烤甲
, 一 “ 。

’

一万 枷
,

夕一
即 , ’

且要求
‘ ,“
一

·
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、、夕、户门了、了‘、
由

,

式可知
, 甲满足

甲 , 甲

甲 , ,

在 一 。

,

上
,

甲 ,

一
,

在 夕
,

上

这是泊松方程的牛曼边值问题
,

式保证了解的唯一性 由于渠道侧壁不随时间而变
,

所以

甲 与 夸无关
,

是
, ,

的函数

一阶量的方程和边界条件为

一 “
,

了不
“ 。 。,

了而
, ,

十 。, 、 一 。
,

一 。。
,

。 卜 , ,

一 洲 。
, , 二

一 。,

丫丙
, , “ 。,

, , , , 留 , , ,

一

一 刃
,

留。
,

刃。 洲 一 刃
,

‘

夕 , 留 士 士 ,

由
, ,

式可得

,

一 不在
二 一 。二

丫 枷 ,

在 夕
,

上

一典
。,

,
, , 二 ,

共
。,

。 ,
, , ,

把 式在渠道断面区域内积分
,

得

一 斌而一
‘

一
’ ,“ 。 , ,

夕 二 , , 一
,

、,

‘万
‘且沙

吸
龟

‘,,护产吸,,︺扣

其中 户 为 的 的周线 用 式消去上式中的 , 。
,

利用边界条件 式
,

把上式积分出

来
,

经过整理
,

可得如下的变系数 方程
,

厂丁只 厂二了
,

、
枷气 左 勺 十 乙 搜‘枷 , 十 气一二一 一 枷刃。考 十

专立
, , , , 。‘ , 、。

,

为方程 满足边界条件
,

的解

对于矩形截面情况
,

式变为

其中 甲

架
叼。 ””‘ 十 了下

一
下 粉。刃。

,

查十

—
刃。

,

七夸心一
, 气 少

丫 滩

式与 导出的变宽度
、

变深度矩形截面渠道中 的

方程一致 对于宽度为常数的矩形渠道
,

式与

的结果一致

对于如图 所示的左右对称的三角形渠道来说
,

式变

为
, ,

、
一 乙 十 二

一 一

门 烤女专十 一
丁一 刃

。刃。凌 个 胡 。
·

甲
斗 , 丫

丫万 , 、

丫云
刃。

对方程 作变换
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、少
、、产丈夕‘,了了、‘

、

可把 匀式变为

乙一 场
。 ,

右、 奋 尽 欠 乙

其中
, 一 等

一 ‘
。

。 、 , ‘
,

“ 义 , 一专讨万 黑
, ‘ ,

,

对于矩形渠道

一 ‘ , 一 ,

夕
生一

一一
一
一一

对于左右对称的三角形渠道
。 一 互 人一 , 一 , ,。 ,

月一音而
‘

钾
‘

二
、

非线性周期波

一般情况下
,

方程 只能数值求解 但若假定 。
,

浮为 的缓变函数
,

即

一 严 ,

夕 月产
,

其中 拌《 是渠道缓变参量
,

则 式可解析求解
,

从而求得缓变任意截面渠道中的非线性周

期波 把 按 拜展开
乙日

,

一 心。 日
, 了 产百、 日

,

⋯
,

其中

可得

。 ,

功 一 田 。 , 一 产功 ⋯
,

右。
,

亡,

的方程

一 。。乙。
,

。 乙
。
乙
。, 。 夕乙

。,

。。 一
,

一 。。乙
, 。 心

。
乙 。 夕乙

, ,

。 。 一 套。
,了 。 乙。

,

。

把 看作参数
,

式即为常系数 方程
,

其周期解为

「 厂万一面
氛 一 以石 一 ‘一 少 ‘

”’

囚廊 石 ”少」
,

其中
,

分别是第一 二类完全椭圆积分
,

为它们的模数 。 ” 时
,

式变为孤立波

用 时
,

式成为无限小振幅波

解 式的时间周期为

了一 ’‘

了万
,

斗
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且 。。与 。
,

的关系为

、声
﹃

、、尹受少,‘,‘,‘
矛了、了、了气月

,

、
功 。

—
气‘ 一 一 —

卜
用

。
,

及 日中的初始相位由边界条件决定

为了解方程
,

我们令

乙 乙。
,

。 , ,

所满足的方程为

夕
。, 。 。 乙。

, 。。 。 奋。
,

一 功 ,

乙。
, 。一

方程 可直接求解
,

得

「口
‘

、丁丁丁一 ‘
,

‘
” 肖‘言

,

。 、日 。

立孺半全 口 ,

其中
, , , 为 的任意函数 由于在波峰

、

波谷处 即 , 。 处
,

连续且有限
,

所以

仍 一

的决定要牵涉到 的方程
,

其形式为

一 。。
,。 。互 。 尹

, 。。。 ,

其中 为不含 互的已知项 可以看出 矶 ,, 。是上述方程的齐次方程之解
,

为使 不致产生长

期项
,

由相容性条件 参看
,

得出
。一 。

,

所以
“ 「 「‘

, 。 , 。 , 。

一 。

飞万万蕊
。 ‘。

,‘ 。‘。
, ‘

了
‘

·

为使
,

也是周期为 于的函数
,

必须对 。和 有所限制 把 式直接积分一次
,

然后乘

以 氛
,。在一个周期内再积分一次

,

可得

口

“。

餐
名乡

,

”。一

景

了正万西‘。一
、

一 下 谧一
一 一 脚 二 一

“ 一

入
一 、 ’ 一

音
,

一 卜
。 、 一 常数

·

式表示能流守恒
,

也是对 刃。 的初始条件的限制
,

它保证了一阶解的周期与零阶解的周期

相同

在 。《 产《 时
,

可表示为
。 产 产 , , 。 ,

其局部相速度 为
。一 但 旦洲 一 。 一丝、了丽 ‘

对于缓变的矩形渠道
,

本文结果与 和 叫 的结果相同 他们把用

式算得的波高
、

波形和实验结果作了比较 他们发现两者符合得很好
,

但波浪较高
,

接近

于碎波时
,

两者有些偏离
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三
、

孤 立 波

方程 的孤立波解为
、

右
。

其中
田 。

—二
, 夕

利用 乙
。
及其导数在无穷远处为零

,

把 劝式直接积分一次
,

然后乘以 氛。
,

再从 一 到 积

分之
,

分部积分后可得

、产、月,多饰︸,、了、
了、

,

丽
‘。 口 一 。

,

利用 式
,

上式又可表示为
、。 刃合

一备

对于左右对称的三角形渠道而言
。 ‘一 一

‘

音
一“‘ ,

对于矩形渠道而言
。 一“ ,人一‘

该式与长波小振幅时的 定律 刃
。 一 ’ , 一 ’ 【, , ,

不同
,

而与
,

等人的结果一样

对 式与实验结果的比较作了综述 对于宽度不变
、

底部斜率为常数的矩形渠

道
,

式只在底部斜率很小时才有效 而底部斜率较大
、

振幅很小时
,

定律的近似程

度更好 对于深度不变
、

宽度线性变化的矩形渠道
,

当扩张角为 弧度时
,

等人 的

实验证实了 式
,

但对于收缩渠道
,

指数有偏离

孤立波的相速度

三 。“ 一 才
·

,‘ 〕‘,

对于矩形渠道
,

上式变为
￡ , 斗

与长波理论线性化结果一样

对于如图 所示的三角形渠道

一 生 人 互 。
“

四
、

孤立波的分裂

在常截面渠道中传播的孤立波
,

经过一段变截面渠道之后会发展成几个孤立波加上一个

残余波列
,

这就是孤立波的分裂 即 和 首先从数值计算中发现了这种现象
,

并用实
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验加以证实 讨论了缓变深度矩形渠道中孤立波的分裂
,

这里我们将讨论任意截面

渠道中孤立波的分裂

这一节中
,

我们不要求
,

芦为 的缓变函数
,

而从 式出发讨论间题

作变换
, 一叩 ,
、 — 一 —

它 琴 ,

一 ‘ 夕
, 。 一

,

式变为

万
。“ 一 ”刃万

·

十 万
·

’

十 万
‘“ 、卢 “少’‘

·

了 一

方程 有两个不变量

一厂岌 尹
·

口 、

夕
· ‘ 夕

,

厂 汀 ,

斗

洲 口

︸︸

如图 所示
,

有一孤立波

丫 一 。 口

在任意常截面渠道 中自左向右运动
,

经过变截面段

后
,

波形变为
、尹、产长口门连份

了

‘了、砚

力厂 一 声

、、,省份月,了、了、

自然 式所描述的波已不再是孤立波了
,

利用不变量
,

, 式可得

一
,

夕
·

夕 , ,

彼在常截面渠道 中的发展由下面的常系数 方程

力厂 一 月厂
乞习厂, 。

丫
的初值问题所决定

,

其初值为

龟

力了份
,

一 一 护 厂 一 一 。

夕

夕
、

〕 ‘『

、、、,
产
几一、︸一、夕了、

‘

‘、

按照反演散射理论
, ,

式的特征方程为

沙
。。 召 刃 凡 价

作变换 歹
,

式可化为连带 方程

「,
, , 、 价

,

「 又 。

—
诬、 — 乙 —

下下
口

门
,

二二二尸一一一二二万 甲 一」
一

生又 一 艺
‘ 」

再进行变换

一 ‘一 , 田 ,
,

一合
‘一 ,

,

一 了五 ‘
·

方程 变为超几何方程
“ 一 。‘ ,

一 。 ,

一 一 , , 。

其中 ‘ 由下式决定
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, ,

夕

夕
,

, ‘

百 一 , ,

在 “ 平面上单位圆内
,

式的正则解析解用超几何函数 石 , 石 ,‘

表示
,

如果要求解在 “ 一 一
,

有 一 有界
,

则必须

即
又 一 一 ,

其中【, 表示不大于 ‘ 的最大正整数

产

,

,卫了,
,,

几,

,八

。

一 万 一 一

因此
,

方程 有 , 」 个负的离散特征值 按照反演散射理论
,

每一个负的离散特

征值对应于一个孤立波 所以 。 式表示的波最终发展成为 个孤立波加上一个残余波列

由 式可知孤立波个数 满足下面的不等式

、尹、,尹了一﹄少一﹄少
洲
了、了、一 理二丝 匹丝应 刀

,

夕

而波幅 刃。的渐近值为
, 。
一 口 、

, , 、一 , 夕 尤 「才 奋
‘ 八

—
、月 ‘

一

一
一廿二甲了 一下甲尸 , 丁 尸弋 , 于丁

一

—」 二 又 月仁 仁
一 刃。

, ,

其中 枷
,

表示 刃。在常截面渠道
,

中的值

对于矩形渠道
, ,

夕由 式给出
,

所以孤立波个数 满足不等式

一 ‘ , 人‘ 人 刃

对于宽度固定的矩形渠道
,

若把 人
,

取作
,

则 力式变为

一 牙

由 式知
,

孤立波波幅
。

为
, 一
,

亡。
, , ,

⋯
,

,

式和 的结果完全一致

对于宽度不变
、

深度变为原深度一半的矩形渠道
,

按照 式
,

一 按照 式
,

波幅

分别为 刃。 , 刃。
, , 刃。、 这与 和 〔, ‘ , 的理论结果完全一致 这也

与 和 的数值计算结果 刃。
, , 刃。

, , 刃。
, ,

符合得很好

对于深度固定
、

宽度可变的矩形渠道
,

若取 ‘ ,

则 劝式变为
一 牙告 那

在这种情况下
,

蕊 生 才能分裂为三个孤立波
,

而深度可变时
,

分裂为三个孤立波 的 深度

毛 所以
,

渠道深度的变化比宽度的变化更容易产生孤立波的分裂

由
,

式知
,

对于单纯变化深度 或宽度 的矩形渠道
,

若 人 或 大于 人 或
,

就不会发生孤立波分裂 但对于宽度
、

深度都有变化的矩形渠道
,

不管 儿 或 是否大于 凡

或
,

只要
, ’ , 人 人 ,

就会发生孤立波的分裂 这是由于宽度 深度 的减少弥补了深度 宽度 增加的作用

对于如图 所示的三角形渠道
,

孤立波个数 满足下列不等式
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乃 ,

二 官
二

十 一
“

,

丫

了、

夕,立,︸甲力

一

而每个孤立波的波幅为

二
一 , 写。

,

、

︸上

尹‘

,白、‘,

力

、‘了

了‘月

、

,

力

值得注意的是 当 不变时
,

就孤立波分裂而言
,

三角形渠道与深度
、

宽度按同一规律变

化的矩形渠道相当
,

而比单纯变化深度或宽度的矩形渠道更容易分裂

作者对梅强中 教授和谈镐生教授的指导和帮助深表感谢
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