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正交各向异性的多层
、

夹层和加筋

扁壳的弯曲
、

稳定和振动

王 震 鸣 戴 涪 陵
中国科学院力学研究所

提要 本文在文献 【 的基础上
,

探讨了四边简支的正交各向异性的多层
、

夹层和加筋的

矩形扁壳
,

在考虑沿壳厚方向剪切变形时的应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率的分析和计算问

题 给出了复合材料扁壳 在薄膜力 竺
, ,

三
,

作用下临界载荷的算式 在各种外载

荷
二 、 ,, 二二 , , ,

作用下应力和变形的算式 在初始薄膜力作用下 , 考虑惯量 卢,

和

时固有振动频率的算式 根据这些算式编成计算程序
,

即可计算在给定参数下所需的结果
,

也可变化参数以寻求最佳的设计方案 本文采用 。 。 , , 。 , 几 , 丫 ,

和‘ 作为广义位移 , 所得算式

适用于各种剪切刚度的情况 对于经典理论的情况
,

也给出了相应的算式

一
、

引 言

具有比强度高
、

比刚度大等优点的先进复合材料
,

常做成多层
、

夹层和加筋板壳等薄

壁轻结构的形式
,

在载荷作用下结构应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率的计算问题
,

显得非

常重要 碳纤维一环氧复合材料要比铝合金轻得多
,

对于同一载荷
、

结构外形和支承条件
,

复合材料的板壳与相应的铝合金结构相比
,

在显著减轻重量而又安全可靠的前提下
,

一般

要设计得略厚一些
,

原始缺陷及其影响也要小些 因而用线性稳定理论算得的临界载荷

与实验符合的程度也要好些

复合材料的多层扁壳在外载荷作用下
,

以斜交或正交铺层最为合理 在剪切作用下
,

以具有偶数的斜交铺层最为合理 在航空和航天方面使用的主要受力部件
,

层数相当多
,

在绝大多数情况下
,

只要设计得当
,

就可使 ‘ , , , , ‘ , , , 、,

为零或为可

忽略的小量
,

于是可化为正交各向异性的多层壳问题来处理

对于多层和夹层扁壳
,

由文献 可求出它的拉伸刚度 ‘, ,

藕合刚度
、

弯曲刚度

和剪切刚度 价
, ,

几 对于密加筋的复合材料扁壳
,

在不产生局部失稳和明显局部变

形的情况下
,

可按不均匀构造的结构均匀化的方法
,

近似地折合为具有等效刚度的当量

壳 它的刚度
,

氏
,

和惯量 户, ,

的折合方法
,

将在第三节讨论 本文中

的刚度和惯量
,

既可看作是多层和夹层扁壳的量
,

也可看作是密加筋扁壳的量
,

从而把多

层
、

夹层和密加筋扁壳的求解问题统一起来 本文引入广义载荷的概念
,

用同一组方程把

应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率的求解问题统一起来 本文用 “ 。 , 。。 ,

币
二 ,

价 , 和 留 作

本文于 年 月 日收到
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一
一 一

为广义位移
,

就做不到这一点 因此本文具有一定的理论意义和实际意义
·

本文所用符号与文献 相同
,

除新引人的符号外
,

不再作说明

二
、

基 本 方 程

对于多层
、

夹层和加筋扁壳的应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率间题
,

采用线性理论
,

在考虑沿厚度方向的剪切变形和不考虑温差的情况下
,

由文献【 中
, , ,

式注意到
,

一 衅 , , , 一 鳄
, , 一 吧

, 一 常数
,

注 、 一 一 一 。 一 一 , 一
,

怀一户

翻
十 “ 。

协
一 口翻

价
·

巧
价 十 “ 阳 ,

一
。

卜 一 ,

翻 砂
“神

·

十 “
一 。

韵
‘夕 十 “ , 十 价

“

一 。
器

十 与衬
五
一

‘

器卜
,

洲
,

十 ,
二 二

一
戈
“ 厂 。

器
一 弓价

· 今 一

器卜
, 落· , · , ·

, 。 夕。 ,价
军 , ,价 ,

, ,

为 二 轴方向的广义载荷

却 初

竺 匕竺
, ,

一 , “ ,

一

’

“

得中可其

“

口

洲 “
,

一

灭一万 十 一 一二丁
‘ “

由文献 〔 中 式可得 式中的微分算子

竺扮里材一

一

汪 ‘
十 “

—
,

一 乙

, , , ‘

, ‘

口 夕

里盯兰里时氏, 一

一

五
二

、十 ‘聂
,

十

会备
,

曰 一

一 刀“

‘

,

一

月 一

了理
、, ,

八
一

,

一 —、尺 二 , 夕

,

一 “

一
,

十 “

聂
聂

十 几聂
一 ”

‘
口

。 。夕 ’

, 了
, , ,

几

一
,

一 一 , , ,

—,

九一狱

村 一

” 一

几聂
十 刀

聂
一

,

与 一

会
十

骨
一 。喀

奇
,

二 ,

才 ,

八 少 护
月

一
, ”

—
牛

门

乙 “

—乡
, ” 夕‘

价
阳一口一

一

将 中的第三式对 二 微分
,

加上第四式对

五式
,

再引人新的广义位移 丫二

和
, ,

使 价
、

微分
,

然后减去第五式
,

以取代 的第

翻

一 丫 一 灭一 , 则可得以广
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义位移
, 。。, 二 , 了 , 和 , 作为未知量的基本方程

与 一 。

刹 场衬
五 。 一 。

刹二 “屿
十 二 。

一 十 一 ,

乙
,

。

口

生笙一

、
月了己 弓

留 二

了
二

夕 , 甲 ‘ , , 了 个 戈乙 ,‘ 一 丽
了 ,

、

、、,口

里御

口夕口 ,

一里
一

一

、
月公 名

即 ,

二

宁 、
, 了 ,

少 、
气约 一 甘 仄下 , “ 一 ‘ 。夕。 一 乙 一 叹一万 了 二

一 ,了 ,

‘
口

‘

八
、 ,

沙 、
月 飞 , 十

—
即 月 幼

,

一一

言 才

、直,‘‘山月,口‘吸,万

⋯
·

, 少 、
, , , ,

护 、
乙 ‘ 一 丽夕

“ 。 十 ‘ ‘
·

十 气乙 一 ‘

丽夕丫 ,

吧

理写
记

夕 ,

阳 十 ,
一

,、、

, ,
了、 沙 、

十 乙 十 下丁万万 夕。

‘

‘ ‘

命
为

口 二
,

,

沙 、
十 、乙

书 十 ’石灭币夕“
,

口
一 —口

只二万 十 又 , 匆 一
‘ “

在 式中
,

,

、

⋯
月‘、万,刀

一和
‘

一︶

几 一

瓮 劲会
一 ”

诺
一 凡 叼蒜

几 一

佬 却箭
一 凡聂

一 十 叼蒜
乙巧 一

食 劲会
一 几易

一 恤 几 ,

蒜
‘书 一

会 影奇
一 巩聂

一 恤 助湍
乙一 育 箫 却

一

瓮
十

影影
一

瓮 影聂
一

贵 裔
十

却
一 ,

瓮
十

劲器
一 ,

瓮
十

刽
十 几晶

十 拟 十 助 湍
十 几聂

一

鲁
十

备
、

由 式及相应的边界条件
,

可求解应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率等间题
。
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三
、

有关刚度和惯 的计算

对于多层和夹层扁壳
,

由文献 【 中 式可得刚度的表达式

一
到

一

一
到

一

口乒,‘ 一 艺 口产, △

左二

。。、 一 女 。。△人 些七匕鱼目

不或
一

叮︺

。
矛 , 一

客
一 ,

口“一‘

一 鑫
。,,

·

合“ 一 “一 ,

, , ,

由文献 中 式
,

可得惯量 卢 ,

夕和 的表达式

为天

走一

及

走一 里

互

左

叉 “ , ‘ 一 一

·

艺
︸

︸

一

客一合
‘ , 一 ‘“一 ,

一
勺一 鑫一含“ 一 “一 ,

产飞吸,,‘‘乙侧

同
·

艺倒
·

艺倒
一一一一

︸

其中
, 卢为多层或夹层扁壳单位面积的质量 为单位面积的质量对所取坐标轴的转动惯

量 为单位面积质量的藕合惯量 直线运动与转动的藕合 ‘如 为第 左层的密度

对于密加筋扁壳
,

在没有产生局部失稳和明显局部变形的情况下
,

在计算整体应力
,

变形
、

稳定和固有振动频率时
,

可采用不均匀构造的结构均匀化的近似方法
,

将筋条对所

选坐标轴的刚度和惯量所起的作用
,

平均在筋条与筋条间的中心距上 加筋扁壳的面板

对所选坐标轴的刚度和惯量
,

仍用 和 式计算
,

记为 不 , ,

斌
,

以 , 和 澎
,

少
, ’

下面讨论筋条的有关刚度和惯量的折算方法

不论是开 口 的还是闭口 的筋条
,

总可将截面分成为若干直线段或近似的直线段 设为

, 段 对于其中的第 段
,

设它的宽度为 , ,

它与 二 轴所成的夹角为 沙, ,

它在 二 轴方向

的投影为 ‘ 咖
,

它的中心与坐标面 的距离为 ‘ 如图 所示
, , 为 负

值
,

它有 。、层
,

每层厚度为 街 对于与 轴方向平行的筋条
,

设筋条间的距离为
,

经过

简单的推导后
,

近似地可得

、二 ,
,

” 一 下自
“‘ 加沁‘

今
一

争
‘冰

一 李全 ,
艺 则护 一 艺

、 ‘

豁知
‘

二

沙, 才 、 弓

龟

、、声

口忆

,

九△

了、、

川一
﹃
。

艺间
竹一八

一

其中 川
,

和 为筋条的拉伸
、

藕合和弯曲刚度
,

而 劝
、则表示筋条第 段的拉伸
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刚度 筋条的刚度 汪 , 才 , 汉花
, 才 , 江益

, 召 , 刀 , 刀论
, 刀冤

, 刀盆
, 口 , ,

刀抢和

赵二可取为零
,

而 品钾 。

根据文献 中 式和文献 中
,

,

式
,

对于各向同性的闭 口 筋

条
,

有
,

口
行 一二一 万 一

币立 △了

馨耸
其中

, 口 为闭口 筋条壁厚的中心线所围的面积 , 为截面的周长 包括面板部分 ‘ 为材

料的剪切模量 为壁厚 推广到复合材料闭口 筋条的情况
,

筋条的扭转刚度为

一 一一一二些
呻

—一
一

客
吞￡

客
口““

’“‘

而垂直于筋条方向的扭转刚度为零 为了使刚度矩阵对称
,

取筋条的纵
、

横方向扭转刚度

的平均值作为所求的扭转刚度
,

于是可得

对于开口 筋条
,

有

一

合客客
夕‘ ‘ , 一 。一 ,

一

俞客客
口劣 “ 一 。

一

。

对于 夕方向的筋条
,

可用同样的方法折算

并并并
对于与 轴方向成 土 角的斜交密加筋壳 见图

,

首先按 和 式算得沿

筋条方向的拉伸
、

祸合
、

弯曲刚度
、 ,

和扭转刚度 犷
,

然后采用和文献 〔 中

式相类似的计算方法
,

可得到筋条的折合刚度 仍记 。 。 一
,

则
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才 一 刀 ‘ ,

一 才 。 , , ,

成 一 矿
,

益一 矿

一 艺。‘ , 刀 一 召 。 , , ,

一 艾。‘ ,

刀品一 刀
’ ,, ,

一 ’, ‘

二
’ ’ ’

一 一 二
‘ ’ ,

一 艾
。‘

二
,

, , ,

二孟一 〔。 , , , ’

一
’ ,

对于筋条的惯量 澎
’ , ” 和

‘ ’ ,

采用和计算刚度相类似的折合方法
,

可得
,, 一

贵郭
,, 一

贵粤
右麟

蒸衬“ △叼一
馨

‘了

馨产 △人

今
一

客心

其中
,

澎
’ ,

质量 乡 ,

右 「于 今
‘ 。、 ‘ ,

、
‘” 一 公忌 寸奋又叠

“““ ’△人‘ ‘

价 卢‘ ,

和
‘ ,

为混杂复合材料筋条的平均惯量 可 表示第

和 , 仍如图 所示 对于由同一材料制成的筋条
,

段的质量 单位面积的

式可得到简化

于是
,

加筋板壳的刚度和惯量为
、, , , , ‘ ,

户 一 卢
‘

卢” , ’ , ‘ , ’ ’‘

关于多层板壳剪切刚度的计算
,

可采用文献 中 或 式
,

前者合理些
,

但计算起来要比后者麻烦些 夹层板壳的剪切刚度
,

可由文献 中 式计算 关

于加筋板壳剪切刚度的计算
,

如筋条全部由平行表板的铺层所组成
,

则可按上述方法计

算
,

再考虑筋条的间距来折算
,

如果筋条中有 士 。

或接近于 士 朽
“

铺层的腹板
,

则 口

相 当大
,

沿厚度方向剪切变形的影响很小
,

可以忽略
,

按 一 来处理

四
、

扁壳的应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率的计算

设扁壳的广义位移为

。 一 念 自
“ 。’” “

厂 ” 下
’

, 功‘

一一
沙

一兀一叮一派一一一一一龙一气 , 、 ,

一 ‘乙 名二 夕 , ,, , 功

用 ”

一 总 自
丫 ’

脚 万
一 叙 〕

, 一 艺 艺
二 , 。

‘

。
,

一 艺 艺
,‘, ,,, 。 ‘

切

竺三三兰 卫卫 ‘。
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并将载荷
二 , , , , , , ,, , 和 展成如下级数

口 的

‘,、二

一 艺 艺 宁二二 ,

。一 艺 艺 , , 。 ,

, ,, 一 艺 艺 。二 , ,

, 一 艺 艺 , , 二 ,

,

一 艺 艺 、
二 。

叮 竺竺卫 么 〕

尹 汀 汀

功

羚 叮

—
一

月军
自 呜

刀 汀

—
竺卫 进

们 ”

刀 冤

——
卫竺卫

则扁壳四边简支的边界条件和 , 一 。时的广义位移为零与广义速度为已知值的初始条件

已得到满足 在 式中
, “ 。,, 。 , , 。二 ” , , , , , 。。

和 。 , ,

为广义位移的幅值
,

和

分别为扁壳沿 和 方向的跨度
, 。和 。 分别为扁壳在变形

、

失稳或振动时在 和 方

向的半波数
。 婴为固有频率

乙叮
将 斗 ,

式代人 式可得

鑫割
丁

, 一 户。 , 。, , , , , 。。 。 ,,

一 。 , 二 二 , 。
了 , 。 ,

用一

,

半。一

今
阳 ,,, ”

力 介

—
叮

取

的 口

艺 艺
,万 一盆

了 一
,

一 , 〔一 ,一
, 二一

刁
, , ,

干 十 竺 。功 洲 , 。 ,

一 叮一 ‘ 刀了万 竺卫 ‘。

愈愈
丁

一 ‘。 , 。,。 , 。。。 , 。 。 一 〔 , , 、 ,。 ,

了 ,丫 二 ,

竿
‘功 。脚 ,

” 尤

—
卫竺 心 〕

一

用芜脚

苗 团

艺 艺
,“ 。。 ,,

一 “ , , , 。,

二 ‘一 , 一 ‘。, 了 , 。 。

价 ”

警
‘仍 留 ,, · 柳一 」

‘·
刀 叮 竺 功 一

旧 口

艺 艺
娜 ”二

,

半 。切

一 管。仍

一

月阴

八月兀
, 卫竺

‘〔·

今
二一

。

竺
。 ,

十 , 汀 俘 叮

一

—
, 口〕

一

—
, 【口 一 卢‘ 罕衅 岁

夕刀才
、搜‘了‘飞‘且

一 娜 ,
幼汀 刀叮

,

—叨 阴 ” , 厂 二一 用月
竺竺 心 〕
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一 艺 艺 吧
, 办穿才 户丫 夕兀夕 八

几了 阳 ”

下 丁
””‘ 切‘ 一 ”

其中
、,咬‘

⋯
‘,,刀‘、,,矛

万一
沙︸乡刀一

一 才 ,
卫竺 十

犷

脚 叮

功 汀

协

“

十 砧

一

,

, 、、等
。 ‘ ,鲁

一

硒抖
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平
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。
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—
‘

,
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、

护 一

一
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‘

衫

” 一

三生
尸

刀矿

会管一

事
一 ‘

,

瓮
十

劲
十 ,

食
十

却罕
, ,

寸 乙 气

一
寸

、 会事 半
· ,

鲁
”

将 中第五式的

工斗 中 式可得

粤
。。 夕丝 展成无穷级数 又 又

胡 。 ,

塑
,

恻
二二 二或

由 文 献

, 。 ,

一
六 一罕一罕

·‘

竿 卫丝 汀
办

阵二华黑尹二
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一

夕
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,
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当 士 。 和 士 为奇数时
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吧
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,
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户 叮 一 戈 一

一
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一
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十

鄂
曰

俩 卜
干

和
功

今,

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 学 报 , 年

月今争刀了

夕矛、、

乙
, 十 卫巡 ‘。

二 ,, , 刀 竺
‘ ,

一 卫三兰 材 一 丝 一 , ‘一

罕
、卜 事

即幼 ·矛

了尹 叮

下 气丁 功

刀兀
、 ,,, 。

十 二 刀 ,
, ,, ,,

‘

一
,。。

一 吧
,

艺 艺 厂尸架缪孕‘ 二
户 心 、柳 一

一

少气 一
一

力 。

刀 兀
一 —

些型 ‘,

一
、广

叮夕拟

、、‘‘奋

⋯
由 斗 中的前四个式子和 式可得

、、
一 户。 , 。。 , , , , 。,。 , 、 一 。 , 丫 , 、 ,

了
’ 、详 , , ,, ,

十 , 汀
夕‘, , ‘ 留 , ,,

一
,,,

一

。, 。 , ’

一 户〔, ,
少。。, , , 了 、 , 。 , , 一 ‘。 , 丫 , 。 ,

誓口〔, ’ 留 ,

一
“ , ,

一
’。 一 。 , 。, , 了

’

, , 。, 。 。 。 一 。 , 了 、 , , 。了 , ,, ,,

、 叭 、 二竖 , , 八
。 , 。 ,、

’

’ ”
’

“ 一 ’

一
, 。

了 , 。” 。

一 。 , 。、
, 二 , , , 一 。‘ 下 ,, ,

。 二 , 。 ,

、
。 ,

一 , 。。

一 。 夕

功的
,一

、户
︸名

叨半
功 一 誓

。。,, , ·

弋
, 价王忆

丫 二娜

了

‘飞、

。 二 , 。 、
, , , , ,, 一

尊、 才“

功 一
犷

,

一
‘

十 呈
娜 叮 二 、 ,

丝、
,,

、 竺二 、 坚
。

、
’ ‘ ’

乡, 一 刀 , ” ’

火
“ ’ , ’

吞 “ ‘ 仍 ” ’ 门 ”

丝丛
艺

矛宁 竺卫全上一一一 叭
。

一 。

云 六宝拭 。 , 一
, ,

一 了

由 式
,

可求解应力
、

变形
、

稳定和固有振动频率的问题

下面讨论几种情况

求解应力
、

应变和位移

在 式中
,

令 、
,

而 呈
, ,

吧
, 为零

,

由线性方程组可得

“

岁 月

、了一口
自」

一 , ,
·

,

丁泌 。 ,

“ “ 书

” 书 ”

了 万 ,

, 仍

留衍

, 。

, , ,

阴 加

勿 , 犯

夕刀甘

一 丁 娜 , ”

一 。 ,, 。
, 。。

‘且,之二,呢」

和和上式中
,

当 。 ,

给定后
,

编排计算程序算得
, 。。 ,

, ,

⋯
, , ,

口。”, , 丫 用 ” 一 丫 , ,, ”

夕 , , , 宁 二 。 ,

⋯
, 叮

。

等均为已知值
。 , ,

代人 斗 式可得广义位移为
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目 公

。。 一 艺 艺
。, 。

, 。 一 艺 叉
。。, ,

二 二

一 艺 艺
二 、 、 ,

。

, , 一 艺 艺
, , 。 , , ,

夕儿兀
一

一
刀 冗

一

— 等

等

李孑 冗 竺型

” 汀

—附 二 件 ‘

竺竺里

目 目

,‘ ,

一 艺 艺
‘。 , ,

, 力 兀
呈 丝型

而

功
, , 。

一
、

。
刀 尤

功 , ,,, 了 、 ,
刀 笼

一 一
即 扮 ”

一 — 即 解

于是
目 因

小
、

一 艺 艺

功,

一 艺 艺

阴汀 ” 介

—
跳

、

月刀州

一一月脚丫下

厂、

。 , 、
,

火 ”
”

一落一 即 。 ,

少
“

刀 无

—仍 月

由 和 斗 式
,

可得
。 , , 。 , 价

二 ,

币, 和 即 由于

‘三
。 留

一 —
十
—

价
二

头
’

丛
夕

竺
,

, 下三
, 丛 丛

口夕

一 鲤
艺

街
’

旦兰艺

头

心

斗
公一功一卜一

护产‘

一尤

心

尤 二

将 和 斗 代入 式
,

可得所需的应变和曲率 由文献 【 中 式
,

可得

第 及层的应力
·

仑 空
“ · 一

了二 , 凌 ‘ 肠

己 十 心
。 “

,

此
,

。

, ,

求解临界载荷 吧 和 。

在 式中
,

令

非零解的条件为

,

而 宁二 ,

。 , 和 吧
, 为零时

,

则广义位移具有

,

,

了 , ,

, ,

,

,,几几’几几与几几巧

” 书
用协 矿犷、

气
, ,

不 了
当 心 或弊 为已知时

,
、 或

云

昙

瞬
为已知时

,

由 式 依 次取 。 , ,
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下面讨论采用 假定时的解

将 式中的第三式除以
,

第四式除以 价、,

当
,

” 时
, 了 二 。 ,

”
, , , 。

”
,

即横向剪切变形趋于零
,

可得到采用 假定的情况 而
, , , ”

’

等
表达式仍由 式给 出 叮

。 , , 叮, 胡 。 , 宁 。 。 ,

⋯等的表达式和 式相同

在 和 斗 一 式中
,

划去第三
、

四行和矩阵 或行列式 的第三
、

四列分

别可得下列方程

求解应 力
、

应变和位移的方程

军柳

朋阴龙如如用

一

了,‘卫
、

一一

泣了

探 ,

一 了 , , 宁 二 ,

了‘, 皿百」
峪乃另、山,创︸,‘皿勺︸︼,

﹂

求解临界载荷 吧
。 和 码

‘ ,

的方程
, ,,

,

, 、

罕
一一、

、‘龙声一
万

乡
一

求解临界载荷 吧
,

的方程

、

、声
,

夕叨且月,了、

、
“ 脚

夕

动 刀 留夕叮

可‘仁飞,叭﹃了、‘儿业夕,
矛月

二 ,

一 户,

一 叮,

习一孟口

了、、

︸

、‘‘‘少‘
产了、

、,
巧”

求解固有振动频率的方程

,

,

吴
平 ‘

叮了、‘‘、

带 口 “ 。川 月

一 岁。阴 刀

了古
‘
、,、、矛产飞

奴一

一

卒
, 尊 , 。、

一 ‘
留用口叙一

采用第四节 一 中相同的方法
,

可得所需的结果
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