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无拓扑不变性的磁场平衡位形
‘’

胡 文 瑞
中国科学院力学研究所

提要 本文讨论缺乏拓扑不变性的磁流体静力学平衡位形 星体的磁场常常被看成是偶

极场
,若讨论对偶极场的偏离

, 则可证明
,

其磁流体静力学的解依赖于空间三维分布
, 因此缺乏

拓扑不变性 宇宙磁场必然具有拓扑不变性这个结论是有条件地成立的 ,而不是普遍的 具

体地
,

外加重力场和环向磁场分量是重要的调制因素
,

可使磁流体静力学的解缺乏拓扑不变

性

一
、

前言

磁场的静力学平衡位形可用来描述其位形变化的典型时间比过程的典型时间小许多

的过程 这时
,

磁场与等离子体的热力学参数满足磁流体静力学的关系

丑 丑 一
兀

粤二 ,

尸

其中 和 为等离子体的密度和压力
,

为磁场
,

为重力 为了数学的简便
,

人们总是

在一维或二维近似下
,

求解方程 对于一种坐标系
, , 九 ,

二维近似要求所

有量只依赖于两个变量
,

比如可一般要求 二 这样
,

磁场位形和等离子体的热力

学量对于 是不变的 在直角坐标系中
,

磁场对于沿 方向的平移是不变的 在柱坐标

和球坐标中
,

磁场可以对于转动是不变的 等等 这就是磁场位形的拓扑不变性

有一种理论认为
,

只有存在拓扑不变性的宇宙磁场才能维持静力学的平衡位形 缺乏

这种不变性
,

就没有平衡
,

磁场必然是处于活动和耗散的动力学过程 , 切 这样
,

在自然

界中缺乏拓扑不变性的磁场必须经过运动而耗散其能量
,

最后变为某种具有拓扑不变性

的磁场而维持平衡位形 从数学上来讲
,

具有拓扑不变性的磁场是某种坐标系中的二维

变化的位形 在论证上述结论时
,

中的重力项被忽略了 然后
,

讨论在二维的具有

拓扑不变性的磁场附近的扰动

, 二 , 二 , 一 , , ,

艺
。 · 。 , , 二 ,

其中 旧 为一小量 在一些要求的条件下发现
, 石 , 二 , 九 亦必须与 无关

仔细地分析上述论点会发现
,

平衡磁场必须具有拓扑不变性的结论并不是绝对的 我

们可以讨论位势场
,

这时
,

式的两端分别为零
,

而且左端的 引进磁标量

势 甲
,

它满足方程

△甲

本文于 年 月 日收到

今年十二月五 日
,

郭永怀教授逝世 巧 周年 作者谨以此文缅怀他生前的教诲和指导
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描写地球的外场时
,

式的解可表示为

, 一

鑫息手
”
“ 〔 。。 。价 , ‘“ ‘· 。‘ , ,“ ”,

其中
, , , 甲 为球坐标

,

了 为 。 函数
,

为地球半径
,

贯和 衅 为待定

系数 显然
,

解式 钓可以没有任何拓扑不变性 ,而相应的磁场又是平衡位形 当

中的偶极项比其他各项都大得多时
,

它就给出如 的解式
,

其中
,

亦为三维分布 另

一方面
,

自然界中的磁场位形往往缺乏不变性
,

而且能长期地维持平衡 比如
,

太阳表面

的局部黑子磁场位形一般是三维的
,

其分部除了极向变化以外
,

环向明亮交替的纤维表明

了环向变化的存在 我们曾经证明
,

这种二维分布的极向变化场
,

可以存在三维分布的偏

离 〔习 从而表明
,

磁场的平衡位形可以没有拓扑不变性

应该指出
,

三维分布 是一种势场
,

它没有计人磁场与等离子体之间的藕合过程

在这种情况下
,

式右端为零的条件要求

甲 一 一

如果不考虑外加的重力场
,

则压力分布到处均匀 若讨论无限区域中的解
,

则相当于真空

中的磁场分布 所以
,

这个真空解只是一般磁流体静力学解的一个极端特例 进一步研

究磁场和等离子体藕合过程中上述结论的正确性
,

就是很有意义的 通常
,

星体的磁场被

看成是偶极场 本文将讨论偶极场的偏离
,

并证明这种偏离将依赖于
, , , 甲 三个变

量 观测表明
,

即使考虑到磁场和等离子体的藕合过程
,

平衡位形也可以没有拓扑不变

性
,

如图 所示 本文的结果与文 〔 的结果分别研究了整体磁场和局部磁场的三维位

形
,

从两个方面论证了三维位形的存在性

下一节中
,

我们将推导基本方程组
,

并用它来讨论对偶极场的偏离 第三节具体地求

解扰动偏离状态的分布 第四节中
,

讨论外加重力场对三维磁场分布的影响 最后一节

高斯

图 年 月 日太阳普遍场观测图 ,其中偏离偶极场的涨落清晰可见
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是讨论和本文的主要结果

二
、

扰动展开

磁流体静力学方程组除 式外
,

还有
·

一

‘

其中 为气体常数
,

为给定的等离子体温度 在球座标系 , , ,

一 一 一 ‘ 一 一 万
·

其中‘ 为普适重力常数
,

为星体的质量

用扰动方法分析对偶极场的偏离 类似于
,

我们记

,

甲 中
,

星体的重力为

,

户 一 户。
,

两 ,

一 。 ,

。 ,

。 、 , 口,

, ,

,

,
甲

, 甲

, 甲

, 甲

洲、日、、了

日

其中 ‘ 为一无量纲的小参数
,

下标 。和 分别对应于基态和扰动态 对于磁偶极基态磁

场
,

可以有

一 “ , 一杀
。。·“ , ·‘ “

, 。 ,

其中磁矩 产为常数 由 式
,

可以引人磁流函数 价
,

’ 必 口必 。

吸

— —
,

— —
,

一 一

其中假设环向磁场分量为零
,

而

必一 价。
,

价, , 口
, 甲

对于偶极场基态有
价。 , ,

一 兰
、 ,

将展开式 和偶极场 代人基本方程组
,

零阶关系简化为

一 件

尤 。

对于给定的温度分布
,

上述两式导出零阶压力分布为
犷
’一 户

。 一 ,一卜森命
·

其中 , 。为适当的典型长度
,

比如星球的半径

关系 表明
,

热力学参数是球对称的
,

并且满足重力平衡关系 但是
,

偶极磁场

的位形是二维分布的 当 , 一 。 时
,

得到真空偶极场分布 显然
,

如果取基态如

所给定
,

上述结论仍然成立 这是特殊的情况

将零阶解和展开式 代人基本方程组
,

可以得到扰动方程组为
。

几 二 一 户
, ‘

·
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, ‘ , 。 两

利用 约和 引用磁势 沙
,

式化简为
。。。。、 ,

,

一 二 ,, 。 。
‘

熟
,

、一 。
口

。丑。
,

穿 沙
,

二

巫 一 。

李
斗即

, 十 粤李各粤
一 鱼孕冬擎、

一 。

甲
一 口 口 口

其中基态场 , 和 。 由 给出
,

而算符
, ,

翻犷

——口
扰动方程 一 可用来求解 价

, ,

,

口

一一
, 艺 了 , 弋

‘
日

刁
日
‘

和
, ,

方程 还可以写成

孚 「
,

孕 。
。,
。, 、 。。。。 。 一 。

甲 匕

这表明
,

总的扰动压力与 甲无关 一种可能性是假设 和 几 都与 甲无关
,

这时就不存

在三维的偏离场
,

与文【一 的结论相同 更一般地
,

条件 或 要求

, 户 , , 甲
两召。

,

必, , , 甲 卫旦卫卫旦 价
, , , 甲

“ 日

其中 。 , ,

的 为适当的任意函数 这时
,

巧 消去
,

后可以导出 必
,

的方程为

口

,

和 沙
,

都是三元函数

。 , ,

将 式代人

口,价, , ,沙, ,

价,

—
下

—
一

—
门

一 —口 口
立旦。

,

口乏
两

方程 右端项只是
,

的函数
,

与 甲无关 对于 咖

解分为轴对称与非轴对称两部份 价
, , , , 甲 咖

。 , ,

足方程 。 ,

而 咖 , 满足与 相应的齐次方程

兴趣
,

不妨一般性地取

处业习业 一 。
口

这时
,

方程 化为

的线性方程
,

可以将必
,

的

口 价, , , , 甲 ,

其中 价
,二

满

由于我们主要对非轴对称问题有

。 必,

刀 加

—
‘
十

,价

口

口必

丝竺夕兰三
口日

代人基态偶极场分布
,

上式简化为

口必,

一
一

一 口 日
些旦旦业七 一
口日

式为函数 价 的双曲型方程
,

其中坐标参数 甲隐含于其中

轴对称分布

三
、

扰动状态

求方程 的分离变量解

必
, 口

, 甲 , 甲 日, 甲

该式给出扰动磁场的非
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将 代人
,

我们得到方程组

巴丝 匹 一 。
口

丝 一 夕己
。。

日

其中夕
,

为本征值
,

可以是 甲的函数 不难求出方程 的解为
, 甲 一

。 , ‘ 。 ‘ ,

其中 ‘
,

和
,

为 中的周期函数
,

指数 口
,

和
,

为

一
专

, 一“ 一了死一 夕二 斗 , 。

一 石 一 拼孟个斗
斌风 一 ,’嘿 幼

式的解可以写为
, 甲 一 。 滋 ,二

,

上式右端 是一个 甲的比例函数 和 导出
价

, ”
,

, 一 艺
。 二 、 , , ·

血 。 ’二

考虑到 。。 和
。

可能是复数
,

上式也可写为
, , , 。, , 一 艺

一

宇
,

, 。 , , ,
, 。 , , , 。 。 ““

”

艺
, 甲 , 一 。 甲 ,, · ‘。 。 口乙

》

其中
。

风 一 此 气
· , , 甲 一 艺

由定义 劝
,

扰动磁场为

夕二‘
,

一 、
。 ,一 , ‘。 。 ’二一 , 。。 。

。 , “ , ,

一 艺
。。 ,

一 云。、。一,

一
, 。 “蕊一

,

极轴附近磁场有界的条件要求

夕二
。

邝

约式就表明
, 。。 和 的实部皆为负数

,

保证无穷远处无奇异性 若磁场以 , 一 ,

衰

减
,

则 风 若像偏极场一样以 广
,
衰减

,

则 此

利用上述结果
,

可由 求出扰动压力为

扒 , , 。, , 一 孕畏艺
。。 风

, 一 吞
,

夕二
, , , · ‘。 。 口二

, 叮
一 ”

一 夕二
, , 二 , , · , 。 。 口三一

,

无穷远处 九 至少以 , 一 , 衰减 在 式中
,

我们取任意函数 。 , ,

的

最后
,

利用结果 和
,

由关系式 可求出扰动密度的分布为

以
,
日

,

讨 一 二鱼气艺 一 尺 一 风 夕知
。 召 。 , ‘

, 派 犷

夕 一 口二 夕乡
。 , , 、。 , · 。 。 。 夕二
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夕乙 月乙
,

一
。 , ‘ 夕乙 ,

一
。 , ’· 滋 。 ’乙一 ,

正如 所示
,

星球的重力加速度 与 , 一 成正比 所以
,

远离星球处的扰动密度将至少

与 , 一‘ 成比例地衰减到零 进一步
,

式给出
, 一立 一 卫

边工鱼 ’
‘

口

将 和 给出的扰动压力和密度代人 中
,

就可求出扰动温度的分布

这样就求出了扰动状态的全部解 扰动解的存在表明
,

确实存在对于星体偶极磁场

的偏离
,

这些偏离依赖于 , , 日, 甲 三个变量
,

因而是没有拓扑不变性的 还可以看出
,

即使在星球表面 , , 。 处 磁场和热力学参数也随着球面的经度和纬度的不同而 变

化 然后
,

随着距星球的距离增大而趋于零 在解的整个存在范围内
,

都没有那种拓扑不

变性

四
、

重力场的影响

在前面的推导中
,

我们利用三个方程 一 去求解三个未知函数
, ,

叭 扰动密度
,

是由扰动的引力而引人方程 中 如果忽略扰动引力项
,

则方程组

劝一 只包含有两个未知函数
,

方程组是确定的
,

很难有自洽解 这时
,

由 钓

和 力可确定 和 沙
,

将这些解代人 式
,

则难于满足 当然
,

如果 和 必
,

与
甲无关

,

则 式自动满足
,

由 》和 , 就唯一地确定了问题的解 这种磁场位

形就具有拓扑不变性 这个结论对于可分离变量的解 也是很清楚的 不计外加重

力场相当于要求 式右端的求和项为零 如果函数
。 甲 和 ‘

。 甲 非零
,

这个条

件是不能满足的 由此得到结论
,

对于轴对称基态
,

如果不计及外加重力和扭转磁场分

量
,

其扰动偏离磁场具有拓扑不变性

存在拓扑可变性的一个重要条件是外加的引力场 当不计外加引力场时
,

由

和
、

可求出 咖 和扰动压力 再利用状态方程 可以在给定 或 后
,

求另

外一个扰动的热力学量 但是
,

计及外加引力场以后
,

所有热力学量的扰动状态都完全确

定了

环向磁场分量是另外一个因素 对于像偶极场这样的基态场
,

环向磁场分量为零
,

即
, , 口 一 刀。

, 刀。。,
’

如果讨论一般的扰动磁场为

筑
,
·

, , 甲 一
· , , , ,

·

则〔 一 相应地变为
。。。 处尊

旦一

擎、 一。
产

粤 十 、
口 口

, 。

两万 。
,

气一万一
口

,

口

口 ,

斗

孚 、, , 。 , 。 。
·

一 。 。

口甲

日

口 甲 ,

口口

、

、 。·

““黔
‘

·

”,

式还可以改写为
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,

粤 一
。。。。。 塑望些 一擎卜

。。。。
,

处黔鱼旦
中 口口

一 旦旦丝、
甲

的三元函数

即使扰动重力场不存在
,

由 一 劝和磁场无源条件
·

筑
就可以求出

, , , ,

和 , ,

而这些扰动量都是
, , 甲

个特例
,

假设

鱼 一 。
日

作为一

对于
,

钾 就有

旦三鱼立止吐 一 , , ,

甲

则 和 导出
,

口

由 可以定义势函数
, 口,

利用这个定义
,

无源条件 化为

,

甲 为

口 口
一 二一 乃 一 —丁二犷 口

口 口 , 刁 了 口 、
。

—— —
日一

—
嗯

一 —
,

一
一口 口 口日 口 口甲

而方程 化为

口
,

日 。 , 。 , 日
万 。 一刃一 一 昭一下丁二一口犷 口

一
甲

刀。。 ,

、
, 。户

— —
一

—
— , 兀

—乡 甲 甲

对于已知的
, 。 ,

帕
,

由 和 可求出函数 , 和 显然
,

如果要求 。 右

端两个括号为零
, , 日 旦旦丝 。,

·

, 日

口 甲

则关系式 和 一起就给出真空中的位势场分布

, ,

甲

,

斗一斗

其中的总和磁场可以再

包含一个轴对称的基态磁场 所以
,

即使不计外加引力场
,

磁场位形也可以是三维

分布的
,

从而没有拓扑不变性

五
、

讨论

宇宙磁场具有多种多样的平衡位形
,

它们是由于电流分布产生的 在天体物理环境
中

,

电流分布往往具有复杂的形态
,

所以宇宙磁场也有复杂的位形 可以预计
, 没有拓扑

不变性的宇宙磁场将会是一种宇宙中客观存在的形态 本文具体地分析了轴对称偶极场
的非轴对称偏离

,

并且证明了偏离的扰动磁场存在着三维空间变化的位形 这个实例表

明
,

宇宙磁场可以是没有拓扑不变性的 从物理上来讲 星体的偶极场是由星体内部的

电流体系确定的 如果星体内部的电流分布缺乏对称性
,

那么星体外部的磁场就没有不
扑不变性 内部电流体系的非对称偏离就产生外部场的非对称偏离 由此就解释了星球

的三维势场分布 当然
,

在星球外部的等离子体中也会感应电流体系
,

它也可以是三维空
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间变化的 本文的结果还表明
,

在某些条件时
,

外加重力场是使磁场没有拓扑不变性的重

要条件
,

但并非必要的 即使没有重力场
,

偏离的磁场位形也可以没有拓扑不变性 在数

学处理上
,

人们可以作三维简化模型
,

从而得到一些解 有关宇宙磁场必须有拓扑不变性

的论证 例如文献〔 〕
,

实际上是在一些数学简化下推导的
,

因而是有条件地成立的
,

而不

是绝对的

偶极磁场或者位势场被广泛地用来描述星体的磁场 比如太阳的大尺度磁场就常常

被看成是偶极场 事实上
,

在太阳大气中
,

太阳磁场必然会与等离子体状态互相关联 考

虑到这种藕合关系
,

本文得到了具有三维空间变化的偏离 将这个结果利用到太阳大尺

度磁场的观测
,

则磁象仪的等值线在 日面将有随经度和纬度的变化 观测上确实发现了

这种变化 『 当然
,

本文所分析的是小扰动的结果
,

而实际的变化往往是大偏离 对于这

种情况
,

就需要研究非线性的三维磁场位形 这些结论不仅对于讨论太阳表面的大尺

度磁场位形是重要的
,

而且对于研究行星际磁场的大尺度结构也是很重要的 还值得进

一步地研究
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