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荃种辑司中

具任意横截面的振荡柱体的二维短表面波

陈 嗣 焦
中国科学院力学研究所

, 北京

摘 要

本文讨论 了水面上柱体的任意振荡运动所产生的二维短表面波
,

得到了适合于

水线处各种壁 面情形的均匀有效解 指出了在垂直振荡情形
, , 所求得的解

的不完全性和不能过渡到在水线处壁面垂直情形的解的原因

一
、

引 言

关于水面上振荡物体所产生的水波的研究
,

一直受到人们广泛的重视
。

人们希望 由物体

的振荡条件来确定所产生的表面波 这可使我们进一步了解造波机理
,

流体与振荡物体的相

互作用 这也是海洋工程中所关心的一个问题 早在 年 田 就开始了由振荡物体

产生的短波的研究 但是他只研究了半浸润圆柱体的 情 形
,

山
, ,

,

与 用造波器理论对垂直振荡柱体产生的波作了进一步的研究 在七十年代
,

一 一 进一步证明了 方法的正确性
,

并讨论了常数有限深度流体的情形
〔, 〕, , 如 , 〔川 用匹配渐近展开法对这一 问 题 进 行 了 研 究 〔, , , 与

尸 〕分别对半浸润圆柱体的摇动运动与垂直平板的水平振荡运动产生的波进行了研究
,

最

近
, 一

洲 分别对于半浸润柱体的垂直与摇动振荡情形
,

严格地导出了波振幅 的

渐近展式的前三项 但是
,

所有这些研究都是针对着水线处柱体壁面是垂直的情形而做的
, 研究了在水线处柱体壁面不是垂直的振荡柱体产生的波 但是

,

当水线处柱休壁面

的斜度趋向于垂直时
,

他对于非垂直情形的研究结果并不与垂直情形的结果相一致 这说明

他的结果在斜度接近于垂直时并不正确 而且他仅研究了垂直振荡的情形 本文的讨论包括

了柱体的各种振荡运动的情形 我们指出
,

当考虑了 所忽略的高阶项
,

我们得到了适

合于水线处各种壁面情形的均匀有效解 的对于垂直振荡情形的解是不完全的
,

只

有在水线处离开壁面垂直情形较远时
,

他的解才是正确的 本文的结果对于研究三维振荡物

体产生的短表面波
,

是极其有用的 我们将在另一文中用木文的结果来讨论三维振荡物体的

短表面波

二
、

问题的公式表达

我们假定流体为不可压缩
,

无粘性的
,

并且 自静止开始运动
,

因此
,

运动是无旋的 设流体

本文于 年 月 巧 日收到
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的运动是由部分浸润的柱体的小振幅周期运动所产生 我们用 表示柱体横截面的湿润曲线

假定坐标轴 。二 沿着未扰动的 自由表面
,

垂直向下指向流体
,

坐标原点 在柱体内部沿 二

轴的中点 设坐标原点到曲线 与 ‘ 轴的交点的距离为 口 流体在下半平面 以角频

率 。 的运动
,

可以用速度势 叻 ,

一 来描述
,

这里 ‘ 表示时间变量 价 二 ,

力 满

足以下方程

旦立 ,

在 外
, 夕

夜价 十
,

在 外
, 夕 一

口币

己

币

口

鱼
‘

口

一
, 夕 ,

在 上

在
,

点与 一
,

点一一
小一一

﹃
〔
吞 ‘ 。

万 一
咨叹甲 一

,

口犷

当 , 一 尸 备、

这里 式中
,

左一 可
,

为重力加速度 式中
,

。
,

力 表示在柱体表面曲线 上

, 夕 , 点的法向速赛箭表示在“ 上沿‘ 的外法线方向的导数 正则性条件
·

‘ , 式中
, “

表示离开
,

点或 一
,

点的距离 如果 完全包含在过水线点 。 ,

和 一 。 ,

的二条垂直于 轴的垂线之中
,

, 证明了问题 一 的解的唯一性 显然
,

对于

垂直振荡柱体
, ,

力 一 占 ,

这里 为常数
, 占是 上点的外法向矢量与 轴的夹角

这就是 考虑的情形 我们考虑一般的振荡运动
, ,

力 可以为任意解析函数 辐

射条件 劝 式表示在无穷远处波是向外传播的 我们也可把它写成另一形式

价
,

, ”万 左 一 一 夜, ,

当

与

价
, , ”万

‘

一 夜 一 左, ,

当 、 一 夕

这里复振幅 万与 万
’

为分别与柱体横截面 曲线形状有关的待定常数 我们的 目的是希望求得

当 如 、 时
,

万与 万
’

的渐近形式

设

价
,

价。 , ,

当 夜”

如果分别用 及除以 式与 式的二边
,

并且在 一 多 式中形式地令 友。
,

可以得到 价。

所满足的方程

,价。 一
,

在 外
, 夕

价。 , ,

粤
一 。

,
, ,

在 上‘

价。

一 。,

当 、
,
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。

粤
一 。,

在 口 ,

点与 一 。 , 。 点
峥 口

由条件 式
,

可以令 人
,

一 力 一 一 人
,

力
,

则 人
,

力 被延拓到 的区域

因此
,

间题 一 式相当于物体使得在物体表面的法向速度为
,

力
,

而在流体中

运动时的位势流问题 它远比原始问题 一 约 式容易求解 设已求得关于 价。 问题

一 式的解
,

则令

币
, 夕 一 价。 ,

必
, 夕 ,

把 式代人 一 斗 , ,

式
,

可得 沙
,

所满足的方程

瓮 晋
一

,

“‘ 十

哥
一 , · ,

,

丝 一 。,

在 上

一 》

必 ,

价
,

这里 帕 一 粤、
、 ,

一 。,

分别在
,

点和 一
,

点
,

、 万 及 一 一 左
,

当

万
’

却 一 左 一 夜,
,

当 ‘ 一

价。
求出后

,

伽 就 已知 现集中注意于沿 正方向运动的波
,

处如力

也就是我们希望求得波振幅 万 当 左一 时的渐近值 对于沿 负方向运动的波
,

可有类似

的讨论 设 沙,

为 沙 当 互趋向于无穷大时的渐近函数 令
’

一 。 一 凌 一
, ,

’

一 灸,

这里引入伸展变量
‘ , ’ ,

是为了刻划当 及很大时
,

仅仅在水线点 。 ,

点附近的边界条件

式与 夕 ,

点附近的 产 值起着重要作用 设柱体横截面的浸润曲线 的方程为

一 幻 用新变量 ’
,

厂来表示 曲线 的方程
,

则 的方程成为
、 ,

一 占‘
口 十 丝二与

受

假定 ‘ 为光滑曲线
,

则用 展开
,

可得
,

,

一 ,
, ‘

一卜
。

青
·

这里
,

为函数 劝 在 点的导数 这说明曲线 在 受、 时
,

可用通过 。 ,

点

沿 在
,

点的切线方向的直线 来代替 上的边界条件 式在 友” 时
,

变成直线
,

上的条件 因此
, 价的渐近函数 价,

满足以下方程

婴
十

弊
一 。,

在 二 ,

轴与 。 所夹的扇角内
, ,

,

。

‘ ‘

叭 色红
口

‘ 一 二一

尺

了
‘

一 召、
,

、

戈宁
一
一万一

夕
’ 二 多 “ ’ 夕 一 ”‘

一
,

在
,

上 斗丛配
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。
,

擎一 。,

在
, 。 点

‘冲

价, 二‘ , 夕
’

一 。却 〔
’

一 一 夕
’

当
’

‘

这里直线 。, 为 ,
,

一 , , 。 二 ,

一 。

共 表示在
、
上沿 。 的法线指向流体的导数

口刀

‘

表示

在
’ ,

厂 坐标系下离开
,

点的距离 是 万 当 天、 ’时的渐近表式 在 式

中
,

我们仍保留了非齐次项而未简化它
,

这是因为函数 价。

在 。 ,

的 点需满足二个边界条件

与 式
,

因此
,

通常 币。在
,

点是奇异的
,

也即 均 在 “ 点是奇异的
,

故不

能用 展开来简化 如果我们把方程 一 变回到原始变量 二 , ,

再与方程

劝一 比较
,

我们将发现
,

两者的唯一差别是用直线
直

来代替曲线 这是 ,

所作的假定
,

我们给予了证明

为了确定振幅
,

我们采用 川 的方法 首先
,

我们引人函数
,

〔
’

一 召 , ‘ ,

它满足

器
十

器
一

,

“
‘

轴“ 所夹的扇 ”丙
,

厂

“立

器
一

,

器
一

,

在 “ 上‘

, ,

,

白乡
, 、

一
、 、

况
’

豢一
,

在 。 , 。 点

已求得了函数
, ‘

一
, 夕

’ ,

它有渐近性质
。, ’

一
, 夕

‘

一 产号
’

一 一 一 产 二 ,
’ ,

当 二‘

、

这里设 为在 。 ,

点曲线 的指向流体的切矢量与 正方向的夹角
,

则 拼 二 我

们对函数 口
’

一
, 夕

’

与 价, , , 夕
’

在扇角 夕
’

与 夕
’

占
‘ ’

一 内用

定理
,

可得

厂。 价
,

氏、
。 , , , ‘ 。 口必, 二

乳、
‘

夕

沙 下一不 一 甲 石下 弄 一
通 、 、, 下一 一 甲厂下不

。

‘ 义‘冲

把
, , ,

式代人上式
,

并解 出 汉
,

最后可得
、 一 、一 , 。卜 、 , 一 , ”

石 、。 。
,

一
, 。 、工 ,

少。 尺

这里用 的结果

’ ,

一 ‘ 告。 。 二 ’

一 一 群 , 斗 一
兀 护

旧 一 ,

。 “ 一 群二 一 , “

, , 、 ‘ ,

一 一 , 了
,

八 一 、一 二尸一一一二刃万 下一丁一下 卜
‘ 笼 一 口 “ 尹’

口
州

门 “ ,

公式 一 就是问题 一 对于振幅 的形式解 我们希望求出 的渐近
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表达式

三
、

水线点附近 价 的行为

引人极坐标
, 口

一
, 夕

这里 表示
,

力 点至原点的距离
,

为原点至
,

点的矢量与 , 轴的夹角

设

价。 才 ,

这里 君 一 十 行
, 。 习 在流体区域内是

· ·。 、
·

,“· ·

。 二

的解析函数
,

一
‘

丫尸 十 。
’

儿、

边界条件 式可写为

, ,

口

这里 的 表示曲线 在极坐标
,

下的方程
,

点
, 。 ,

附近 价。的行为
,

因此
,

可以考虑为小的变量

对 展开
,

我们得到

,

一 粤 由于我们仅需要水线
仃

把 式中出现的所有函数在

尺 一 。 尺‘ 旦
,

’

一 石
’ 二

’‘ 。 ,

一

一
“ 弓

, , 一 口 一 生 口 ⋯
甲

斗

君 一 ‘
。 。、 ‘。 上 ‘

产
,

—找 。 少 十 ⋯

这里 天 。 尺伽
,

吕
’ ,

石
‘ “ , ·

⋯ 假定 有展式

九 一 孟 一
·

, 普一
, 十

手一
,

十 ⋯

遇 一 三旦一 一 。
州 ⋯

拼

这里 成
,

, , ,

, , ,

瓦
,

瓦
,

一 都是常数 由条件 式
,

我们可以看到
,

所有的
, , ,

⋯ 应为实数 由 式
,

可得

斌

台二 才舀 汪 一 矛 一 , 十

云 一 召 产一‘
一 砰

尺 , 口 也可以展开为

口 , 一 。
沪 且 少 十 ⋯

,

这里
。

〔
, ,

孟
, 矛犷 尺

,

日
把 公 式 一

, ,

代人
,

式
,

并使 式两边 的同次幂的系数相等
,

最后我们得到

汉 一 。尺毛一
‘ 尺合 尺护蚤

,
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左台 台
’

一
。 石二

。 尺台
‘

言一

石

台 吕一 护
,

圣 产

一 丛 尺。 天‘
’ ·

产 一一
·

尺台
’

一 尺。
一 尺 产 一

产

这里 , , 一 尺孟 尺 , 告
, 召 可以为任意实数 由于 生 镇 毛

,

断
,

一 式
,

我们看到在 召 ,

点附近
,

丸
, 的头二项为

, ·。
一

价
口 , · , 。

卜
。。。。

宁
“一‘

丫
“

「 一 “

下 气

—
’

这里 。, 。 , ,

为实常数 我们引人
。

是为了与 的关于

式 适用于柱体的任意振荡运动 指定
。

后
,

常数
。 , ,

将由关于

确定

的表达式相比较 公

价。 问题的整体解所

四
、

波振幅的确定

由 式
,

我们看到当 友趋向于无穷大时
,

仅仅在接近 ‘ 一 。 区域的 劝 是重要的

因此
,

当 峥 时
,

可以用 式来代替 式中的 , 。 生于
一

三、 但必须注意
,

尺

由于 式
,

当

得到

、 价关
,

刃
一

只 ,

—
一

,

也即 二 ” 把 式代人 式
,

, 一 、一。、。 。 。一 、 , 一 二 “ 。。。。

气升竺、
“一‘ 。 兰于卫丫

、 气 气

「 , 护 ,

八 邵

二井
竺 ,

汇
’

一
, 、

‘

气

斗 式的第一项为 。 友 , 的形式
,

这里
。
定义为

, 。 一 、‘二。卜 、 一 。 叮 卜 。。。。

了一
” 一 。 二

这里我们暂时只考虑 粤镇
,

考虑到 氏 二 ,

当 一知 发

式是收敛的 显然
, 。

与 左无关
,

仅依赖于 那 砒 ,

了这一积分值 把他的结果代人 式
,

我们得到

时的渐近表式
,

,

积分

用 玩 变换的方法求出

一 份
产备 一拼

一 一 产 ,

斗 式 中剩下的积分为

汉 一 左。
夜口犷

“ 一 左一 , 告 一 一 群 ,

·

了 最
” ·

暴
’
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一‘ 。 , 二 一 卜 粤 一
一

, 丫
、

、

什 冗 少

这里

劣
的 一

。 “ 一 产二 一 ,“

由于 ‘ 时
, 、

”
,

因此
,

在 斗 式的被积函数的第一组括号内的项
,

在 ‘ 应

取为零 我们对下列积分用分部积分

厂
。。。

最
“ ·

众
“

一【一
‘

一
· “ ’‘·

一 。。。

众
“ ·

最
“

一
〔一 一

斗”了
一 厂

。。

一 ,
· 一 ·

一 ‘· ,一 , ‘ 〔一
‘一 。 , ‘““一

右边第一项在积分限 。与 处都为零
,

因此
,

。。 , ,

乒丫
。

异丫 一
【一 卜

二 ‘ ,

气召 气召

一
主
“· ,一 厂一

, 〔一
‘一 , · ‘ 〕“· · 〔 ·

,一

群 左 一邵 一 户 , 交 一“

将 式代人 式
,

我们得到
才 一 左。

反 一“ 才 ,

及 一“一 ,

友犷
“一‘

这里
,

定义为

, 一 、 ‘。。。 ⋯ 。一 、 , 一 , 了
·

‘ 。 , 一 ,汀 ,

一竺三卫二 ’ 。 、 , 、、二

工 、

由文献 〔
,

了动 有渐近性质

「尹一‘ ,

当 ‘ ”
,

、 一
,

当 ”
·

我们考虑 式中的积分 由 式
,

积分 劝 式有渐近性质

二

拜
当 ”

,

这里 为常数 显然
,

, 劝 对于 粤 , 《
, 二 》 。 的所有值都收敛

与 扩 砂 在 处为零
,

因此
, 生 式中的积分

考虑到 式

卜 了【二
。 二 , ,‘ · ,‘二

对于 粤簇 《 , 的所有值都收敛
艺

我们在 李
二 的假定下

,

导出了 式 但当 一 时
,

由于 一 一 。,
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因此
,

由 式
, 产 一 式可用于

, ,

二
一

乓 声 气 的整个范围

现在我们来比较 式中各项的量级大小

离开 较远
,

即 ￡ ,

则由
,

式
,

即对于 。 ,

设 一 一 。 ,

其中 。 。 城 上 如果 。

。 ,

振幅 的首项为 禹仅召犷
“

、

、少、少
、、产、了,‘,﹃,︼、

弓立︸曰曰

⋯
月寸
‘

份月份了、了‘、了、了、
一

。

友 一“

假定 “ 为可以与 左 ” 相比较的小量
,

这里 占 为正实数
,

则由 展开
,

可得
拼二 , 。 。

一 尸 二 斗 一
,

·二 〔一‘ ‘一 , , ‘ , 一 ‘一 专
‘“ ““

,
,

砂 的

产 。

把 一 。 式代人 式
,

我们得到 的表达式

才 一 。
·

一 。 一 。

由于积分 对所有的 “ 都收敛
,

并且由 式
,

幻 在 时小于
汤

“ “ ,

当 时趋向于零
,

因此
,

它在 二
, 时有界 由 式

,

我们看到积分 对于 ‘ 一

致收敛
,

因此
,

在区间 。 。 成 李上
,

是 。 的连续函数
,

故 有界 由 式
,

我们看到
,

当 。 、 。 畏、时
,

式中包含积分的项可以忽略 由 式
,

当 。 一 。 时
,

尺
’

式中整个
,

反。 一“一‘
项较

。 及口 一“ 为高阶小量
,

可以忽略 而且由 式 与

式
,

我们看到
,

只要 ￡ 一 。 , ”‘ “ ‘ ,

’掀
总是成立

·

因此
,

对于

在 式中省略包含积分的项
,

将不会影响 的渐近展式的首项 由此
,

对于

的整个范围
,

我们得到

含如 攫 ’,

合成 ‘

卫三‘咬丛业二三 二日四才且 一卫旦匕一

反
“ 〔群备 一 产

十 丛丝纽塑丛立竺立鱼坦
友

振幅表达式 在 李 的整个范围均匀有效 当柱体壁面在水线点处垂直时
,

即

二 一
, , 式中第一项变为零

,

这时 , 式 中第二项变成主要项 当 一 一 。 粤、尸 , 、 ·

一
” ‘ ‘ , 一

” “ ,
, “ 、 ”一

“ ’

“ 一 一
’ ’

一
一

友

时
,

式中的二项有相同的量级
,

因此
,

必须同时保留二项 砒 , 对于水线点壁面

倾斜的情形
,

并且在柱体仅作垂直振荡的假定下
,

求得了 式中的第一项
,

但当令 拼 ”
,

即假定壁面趋向垂直时
,

他的结果并不能过渡到垂直壁面的结果 但从我们的结果可以看

到
,

当 接近到等于 一 口 乙李、时
,

他的结果 已不再适用 当 再进一步接近 , 时
,

我们必须
尺
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用 式 中的第二项作为首项

让我们再来看一个例子 对于半径为

情形
,

这时

价。 ,

因此

的半浸润圆柱体
,

以最大速度为
。

作垂直振荡的

, 。 乎俘

万 价。 , ,

对函数
,

在 ‘ 作 展开

抓幻 一 。 一 迅
二 一 。 十 ⋯

由于此时 产 ,

比较 与 式
,

可得
。

州 、

叹 气 尺 ,

这正是 川 与 所获得的结果

公式 适用于柱体的任何振荡运动

召 一 由 斗 式
,

得

夜
“’

本文大部分工作是作者在 年访问美国斯坦福大学数学系期 间在 教 授

的直接指导与资助下完成的
,

作者在此表示深切的感谢 回国后
,

对于谈镐生教授的热情的鼓

励也表示感谢
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