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非牛顿幂律流体沿倾斜面流动的稳定性

范 椿
中国科学院力学研究所

提要 本文研究了对于二维扰动非牛顿幂律流体在重力作用下沿倾斜面流动的 稳 定性
,

得到临界雷诺数作为幂律指数 ”和平板斜率 月的函数
,

并对于 ” 二 一 巧 的情况进行了计

算

一
、

引 言

止 研究了牛顿流体和三重非线性流体沿倾斜平板流动的稳定性 〔
‘ ,

但只考虑了弱

非牛顿流体的情况
。

为了考虑以非牛顿为主的流体
,

本文研究了幂律流体沿倾斜面流动

的稳定性

二
、

稳定性的分析和解

幂律流体的本构方程是
, 夕

”一 夕

其中 , 是剪切应力张量
,

夕是变形速率张量
, “ 是模量指数

,

是幂律指数 图

本文只限于考虑二维问题 引进无量纲速度 「 寿
,

朔 和压力 尸十 多
,

其中
、
尸

是未受扰动时之速度和压力
,
彩
、

莎
、

多为扰动速度和压力 又假设

一 , 。‘。 一“ 莎一 , , 。‘ ‘ 一“

歹
。‘““一‘ ,

其由
、

分别是平行和垂直于倾斜平板的无量纲化坐标 君是无量纲时间 扰动波

数 一 耐八
,
又是扰动波长

,

是液层厚度 图 ‘ 扰动波速 ‘ , ‘ , ,

是实部
,

“ 是虚部
,

是虚数一丫二
用扰动流函数 价

,

在一 口必 莎 一口价 口

并假设

价一 甲 。‘“ ‘ 一

则幂律流体的运动方程可写成下列无量纲形式闭

甲
‘

一 一甲
’
户 一

’ ”一‘ 甲”
’ , 一 甲

’

。 , 一
’ 一 , “ 甲“ ,甲

,甲 一 户
‘

一
’ ”一‘〔 ,甲 一 甲“

本文于 年 月收到
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式中
“

撇 ”

是密度

由 〔 知
‘

一 一
’ ”一 , ”

,

甲 ,

为对 求微分 。 吮一 ,
” ,

其中

常数 为未受扰动时之平均速度
,

口 灯”

变形速率 训

图 剪切应力 和变形速率 夕 的关系 图 表明各物理量的简图

其中 是重力加速度
,

夕是倾斜平板与水平面的夹角

消去
、

中的 户可得幂律流体的
一

方程 。,

一 ‘ 甲“ 一 ,甲 一
‘’甲 一

’ ,

一
’ ”甲

’‘’ ’

, 一 梦
’ ”

、

甲
’

矿
‘ “ ‘

在自由面处的无量纲位移 刀由速度关系可知

一 。沙 。 , 一 , 一 。, 。多

我们假定 刀《
,

并将 甲 动 在 刀 处展开
,

甲 , ,

、 , 近似
,

如此
,

式之解为

一‘ ’ ,。 甲 , 一 ,甲“ 矿甲

, ’ ”’ 。 一
‘ ,
甲
‘ ’

一
‘ ’

甲

刀 口刀 口

忽略 刀及其高阶项 后
,

可用 甲 、

八 、 , 、 。 、 、

刀 甲又 夕 一

—
】 一 不夕

一

十

由固体壁面没有滑移可得边界条件
甲
‘

甲

在自由表面切应力必须等于
,

而法向应力必须与由表面张力引起的法向应 力相 平

衡

旧刃。二 。粼如 ’ 。儿一 ,

一 一 多
‘ ”一‘ 莎 。夕 , 一 ,

, 。 一

其中 三
, 了是表面张力
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具有边界条件 一 的幂律流体沿倾斜面的定常流动
,

已有详细分析 将

的结果【习无量纲化后可得定常流动时之速度分布
,

即这里的未受扰动时之速度分布

, 一 兰里卫 一 ,“
· ‘

、少、,‘,
护

了、了、

定常流动时之压力分布与牛顿流体时的相同

口夕

用
、 、 、

在自由面的边界条件
、

可写成

〔, ” , , 十 “ , , 〕, 一
刀

”

甲 , 十 刀

刀

刀八

衡
。 兰土些、

’ 。夕 。 、 , 一 土些卜
·

一
‘

’

一
’ ” ’,

‘ 刀 十 打

。 ‘

甲
’ ”一‘ 一 , 一 一 甲

‘

一 , 。 一 。
,

一 。
,,

,
,,

一 。
,

一‘。 ,
,,,

一 。

夕‘勺

我们只考虑长波的情况
,

采用 的方法
,

将特征函数 甲和特征值 ‘ 展开成小参数
。的幂级数如下

甲 肠 甲 , “知 十 冲 ⋯⋯
‘ 十 十 “ ‘ 十 汾‘ ⋯⋯

将上述级数代人方程 和在自由面处的边界条件
、 ,

并集合 的零阶项
,

可得
、
、、连一乡产一上浦土﹃‘厂、

忿、了、甲 一 一 , 夕 一‘甲
‘’

一 夕 一 ,甲舀
‘

甲
‘ 刀。 刀。卜

。 十 , 。 ’ 十
刀

勺 ”

,

匀
,

组成一个特征值问题

十

经计算

、、、,产勺门一曰几旧且、
了

‘、

、少
、、一
卜内了刀’
、
,‘、
了‘、二,‘

, ,

, 。 竺二二 ,‘
,

俘刀。

型方程 和边界条件
,

后可得波速 ‘
。

是

‘。

相应的特征函数可以相差一个常数倍数
,

将其选成 并不会失其一般性
,

如此
甲。 一 。 , 。 , , , ‘

集合 。 的一阶项
,

可得一阶近似的微分方程

帆 一 一 , ,
喊
” 十 一 刀 力一孙

’

十 。了 一 ” , 。一

一 ‘入“ 一万乒 又一 不王一
一

一

在自由面处的边界条件
、

变为

〔,“
‘

, , · ,
’ 。 一 二

推丫嘛 卜
·

可 ’

可
”
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、
” 八 、 , , ,

八
,

戈一石一一夕
“ 户刃。 一 长 甲。一 找 戈。 一 ‘

。 ’甲。

’ ”一 ,〔 , 一 ”甲
‘ ’

甲 “

对于一阶近似 刀
, 《

,

在边界条件 中可以忽略 刃 及其高阶项
, “ ,
阶项也可 以

忽略 方程 和边界条件
、 、 、

的最后结果是

一
”一‘

一 芦十

, , 、‘一
” 。

又一丁 夕 入一一

,
山,、

甲 一 一
”一 , 月 夕, ” , 一 左 夕“ ,

‘ ·
,

一
月

十
一 。 丝肚兰丝

、 ,

不
」
’

、山
力 , ,一 ” 。 。

丹甲 入 一

—
、

—
八 , 力 一

十 一
甲

一 诀住

方程
、

表明 ‘
。
是一个实数

, 甲。是一个实函数 方程
、

表 明 ‘ 是

一个虚数
, 甲、是一个虚函数 用同样的方法可得二阶近似

,

是一个实数
, 甲 是一个实

函数 如此
,

波速是

十 刀 。 十 一
,

一 一 生
。

临界雷诺数 近似值 是

雌橇六音黔
一 ” ·

‘ ,

一 十

补 丁众沪
一 ”

匀

假如
‘ , , ‘ 是正的

,

流动不稳定 假如
‘ , , ‘、 是负的

,

流动稳定

对于 一
,

即牛顿流体的特殊情况
, ,

一
多

」

。

— 夕 , 此结果与 的结果相

三
、

讨 论

由图 可以看出
,

在相同的雷诺数时
,

幂律流体和牛顿流体的临界倾角有显著的差

别 例如
,

若 一
,

则对于牛顿流体 , 风
, “ ,

对于幂律流体 。
,

民
,

。 ,

吞
‘

一 。 ,

夕一
“

由图 可以看出
,

当 。 一 。 时
,

牛顿流体的临界雷诺数是幂律流体的 倍
,

当

巧 时是 倍

从图 和 可以看出 对于幂律流体 一 的稳定特性和 的三重非线性流体

一 是非牛顿参数 的稳定特性有定性的一致

但 的结果只适用于 的情况 如图 所示 他分析的情况相似于幂

律流体 , 的很小范围内 图 中的影阴区 所以本文的适用范围要比 的

广
,

例如 大多数高分子溶液或溶体的 是从 到
,

此类非牛顿流体沿倾斜面流动

时
,

用 的结果 尚不能解释其稳定特性
,

而用本文结果可得到解释
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︸入

之

出、澎
﹄

成权军睐缪

雷诺数

图 临界倾角 户
,

和雷诺数 的关系

—幂律流体 一 的三重非线性流体 二 一

图 在相同的 月下 , 幂律流体和牛顿流体的雷诺数

之比 可 作为 , 的函数

如何解决在自由表面处的边界条件是个重要问题
,

此时函数不是在 处而是在
刀处取值 采用这样的方法解决 将 币 刃

,

刃 及其各阶导数函数在 一

处展成泰勒级数
,

然后忽略 刃的高阶项 但幂级数不能在 处展成泰勒级数
,

幂律流

体的 ’ 刃
,

了
,

及其各阶导数函数都是幂级数
,

所以 在自由表面的处理方法不能

用到幂律流体
,

本文则将 刀直接代人各函数
,

这样计算起来比较复杂
,

但对各种类型的广

义牛顿流体都能适用

本文的分析只限在二维
、

长波 波数 《 和小扰动振幅 伪《 的情况

最后补充一点
,

如果我们将雷诺数的定义改为

【 卜
” ”

其中参考速度 〔 〕
。

是未受扰动时的最大速度
,

则临界雷诺数可简化为
,

一 。 口

作者十分感谢 教授的指导
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