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边 界 层 分 离 数 值 解

卞荫贵 徐大鹏

中国科学院力学研究所

引 言

用
一

方程直接求解分离流的工作近几年已有不 少 ‘
一了 。 但这种 计 算 比 较 费 机

时
,

需要存储量也大
。

在实际应用中
,

边界层理论仍然是研究分离流的一种好的近似方

法 “
一

川
。

本文对二维
、

定常
、

不可压层流的分离流动进行了数值分析
。

主要 内 容 有

从典型的以流函数表示的边界层方程出发
,

对分离 流 进 行 数 值 计 算
。

和
〔‘ 曾用此方程求解过附体流动的反问题

。

在具有相似性解的条件下
,

这个 方 程

简化为著名的
一

方程 , 在初始剖面
,

这个方程简化为 葱方程
。

给

定壁面摩阻
,

而外缘压力梯度作为求解的一部分
,

这样可以克服在分离点附近出现的奇

异性的困难
。

因此
,

这是求解反问题的做法
。

由于边界层方程是抛物型的
,

在 附 体

区
, “ ,

可以从上游向下游推进求解 而在分离区
, ,

则应从下游向上游推进

求解
。

因此
,

求解时需要整体迭代
。

将基本方程差分后得到的是非线性代数方程组
,

用

逐次松弛迭代直接求解这些方程组
。

这个迭代做法类似于引进时间项用时间 相 关 法 求

解
。

用线性化的模型方程讨论了收敛条件
。

本文采用考虑分离区下游对上游影响的整体迭代过程和不考虑这种影响的线迭代过

程进行了计算
,

并将结果与已知的结果进行了比较
。

同时
,

对不同的差分格式
,

不同的

计算过程
,

不同的步长做了计算和比较
。

二
、

基本方程和边界条件

定常
、

二维
、

不可压缩流的边界层方程为
,

口

十
一

夕

。 鱼上 。 叹 ‘尸 二 口

一
。 一 ‘ 十 尸 几一夕“

若将 ‘
、

, 坐标换成
、

刀 ,

其中
, , 一 侧 。

。 ,

并引进流函数劝 了 , 。己 , 刀 ,

木文于 年 月 日收到
。
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则运动方程为

年

‘
。 , ,

号
一‘,

, , 阴 卜 , 卜 、 。 , 一 劣 。 。

其中

价见、

一
。

一一

为了计算方便
,

将 分写成两个方程
, 一 。

。 , ,

粤
一

, 阴 ‘

一 ,一
‘二

、

一 ,
二 ·

相应的边界条件为
二 ,

一 。
,

戈 ,

, , 戈

正问题是给定压力梯度参数 劝
,

用边界条件
、

求解方程
。

而反问题则是

用“ 给定壁面摩阻 劝
,

结合边界条件 求解方程
,

方程中的 用 是待 定 的 参

数
,

以满足 为准
。

三
、

差 分 格 式

用如下差分符号

”考‘
,

, 一

城、
一 ‘·‘

·

, · 之

一

“‘

一众
· , ·

一
,

‘

一六
‘·
毖,

, 移
,

, 一 ,

一
︸封,︸

一材
了
‘么乏。‘

,

, 二 言么石。
‘,

△呈
、

△士
、

△
、

△圣类同
。

对方程 取用了两种差分格式

格式 中 刀导数用 砍
一 ‘ 的六点格式

,

而 “ 方向的导数则用中心 差 分格

式
。

在附体区 。 ,

我们取

叮
△蕊 ‘

,

, 导才
一 ,

, △刀
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叮

才卜 , 军“
, 一 ,

, 八刀

、 ,

。
, 、

万 一 一 从
工 双 , 十 口 气从

一少

而在分离区
,

我们采用
打

刀

叮

么盖。
干 ,

八勇。
, , △护

“ , , 八尽
, , △丫

二 八支材
卜 , 八叉

格式 在附体区同格式
,

只是在分离区采用

粉
吞

卜 , 八叮

昌芳
一“ 一 十 。‘“” ’

之
一“呈一 。‘“‘ ”

为了加快迭代的收敛
,

我们在格式 和 中
,

在由附体区到分离区的过渡区域都采

用了过渡格式

。一通
一 〔 。 。。 一 。 。

‘

〕 一 。 ,‘ 。、 。 。

艺

这里 。代表诸如户饱
、 一

钾
、 。 、 。

、

等量
,

下标 。表示附体的量
,

下标 表示分离区
一

刀

的量
。

十 一

此外
,

我们对方程 采用如下差分公式

努
一 么、‘川 一 互

‘一
“

一
’

动量方程 在壁面上的形式为

叮 , 一 。

对上式采用如下差分公式

“‘ ,

刀谬‘巴
一 厂

—
一 一 一 , 下

△叮 冷 凸专
乙
一 “

,

, “ 一
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四
、

模型方程及迭代的收敛性

定理 川对于线性方程 一 ,

若矩阵 满足下面两个条 件
,

则 当 毛 。镇 时
,

逐次松弛法收敛
。

条件 找不到排列矩阵
,

使得

尸
一‘“ 尸一

月

其中 , 、

为方阵
。

条件

, ,

艺
、

,

, ,

⋯ ⋯
, ”

互

而且至少对于某一个 值
,

上式出现严格的不等号
。

我们假设

了。十 了

利用上式将方程 线性化
,

我们得到模型方程

“ , ,
川

’

。石
, 一 。 。。云一 。云

二
二 、

在向前推进过程中
,

我们采用 式对上式进行差分
,

得到线性方程组的系数 矩 阵

为
、、、、龟万‘才产

几﹄
﹄

“

口

口

产了矛口百、、、、
、

一一

式中

刃

︸

矛么

△刀
阴 斗

一 川 孕扣
凸义

一护
一

△一一一

叮
矛八阴

一 一二
三一又一 十

一

二

艺凸刀
‘ 吕

显然
,

在附体区
,

若 毕
, 、 。

,

则定理中的两个条件就都得到了满足
。

可是
,

在分
‘ ’

户
, ’ 「了一

’

叼 △ 一

”
’ ’ “ 习 ’ 小 ”

“儿 “ ”名 ‘ ’门 。 ‘ ’
冲

离区定理中的条件 却得不到满足
,

为了满足这一条件
,

我们必须在分离区 做 某 些 近

似
。

由矩阵 中的 可见
,

条件 之所以得不到满足
,

是因为 中的后两项的和与 第
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一项异号
。

于是
,

我们可以设想
,

如果令 中的后两项等于零
,

那么
,

得到满足
。

由于 中的后两项都来自于动量方程中的 ‘ 方向的对流项 “

条件 就 可 以

粤
,

所以
,

假
口

定 中的后两项为零
,

实际上就是假设在分离区动量方程中的 ‘ 方向的对流 项 为 零
。

在这个假设下
,

模型方程成为
一

,

阴 , 一

“ ”” 十 一 丁一
“ ”

刀
, 、

一

花
一

一 又阴 一 才 双 , 灭义
艺

, 。、、 ’ ,二
、 ,

。。认二 、 、
, 、、、 。 、 。 , 、‘ 、 ’ 。 。 二

月孔
‘
多乙 月又梦之 以 卜人 通一 目 卜匕 门 工 了 句 色 卜们 一万人 二于

一

‘户 几 画—
, 声七 决王 多】毛 义 于 少

‘ 。叮一 已叮

了满足
。

在整体迭代过程中
,

类似上面的讨论
,

可以证明逐次低松弛是收敛的
。

五
、

求 解 过 程

经差分后
,

方程 化为非线性代数方程组
,

应用逐次低松弛法求解这些非线 性 方

程组
,

迭代公式为

,一 ,

一厂
一 十 口

呱
一‘ , 一

裔
一‘一 一 一

、
,

了
,一厂

” ’

‘· ‘ , ‘” , 。 , ,

‘” ‘’ 翻 〔” 。 。

式 中 一‘ , 一

箫
, 。“‘一‘

, ,

,是松弛因子
, 了和

·

分别表示‘ , 式的计算残差
,

,

表示逐次松弛迭代算法中的形成矩阵
。

若差分后得到的代数方程组可以写成

月 一 ,

刀 , ,

设

刀 一 一 一

。 。一 一
。

其中 , 、 “

表示对角阵
, , 、 为下三角阵

, , 、 。

为上三角阵
。

则 , 、 尸
。 、 , 、 可

分别表示为
, ‘ , 一 , “ , “ , , ,一 , “

一 。 , 一 ‘

、 。 “ 一 “ , ‘无, 。

一
。

一 ‘ ,

一 一 。 一

本文在求解上述方程时
,

采用了两种计算过程
。

整体迭代过程考虑了分离区下游对
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上游的影响 , 向前推进过程没有考虑这种影响
。

由于迭代收敛性的要求
,

在向前推进过

程中
,

在回流区略去了动量方程中的 , 方向的对流项
。

两种计算过程的计算框图如下

向前推进过程

一一油
计算 矛

’斗 ‘ ’

上
对于所 有的 泣和

,

由
,

计算
’十‘ , ”十 ’

一一一一对于所 有 的 葱 ,

”十 ‘一
” 。

, , 十 ’一 。 。

一 给 初 始 场

杏
‘

一一
今

一
一
函石 计算。

一

杏

⋯
对于 固定 的 ‘

,

所 有的 ,

由 梦
, ‘ 计算

”‘ ’ , ”“

今

犷万孚窗是而庵
一

二病
一

的
一

一 ‘ 一 ” ￡

二刁丈
‘ ,

卜
’十 ‘
一 “

, “

一

是 今
‘
一

、互
一

丽
一

瓜
一

否
’

一不 一 是

结 束
‘

⋯川香⋯

⋯
岁

是

结 束

这里 。是给定的允许误差
,

表示最大的

六
、

结 果 和 比 较

为了比较
,

给定下列壁面摩阻

戈 二
。

一 见一 一 夕。

, 义
·

〔 一 戈 一 〕

一呷呷
⋯⋯次一

一十

戈方方
号号 手 ““

木文计算了当

劣

〔 成

一 。 时的分离流动
,

并与
。 和 ‘。 川的结果进行了比较

,

由

图 可见
,

两条压力梯度因子曲线符合得较好
。

作为算例
,

本文计算了给定壁面摩阻

一 义一 一

图 与 比较 的分离流动
,

图 给出了流场 的 流 线 图
。

另
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外
,

还分别用整体迭代过程和向前推进过程计算了 式给出摩阻的分离流动
,

并将结

果在图 中做了比较
。

图 给出了不同计算步 氏计算结果的比较
。

图 给出了不同差分

格式的比较
。

﹃引

声

丫
一 。

。

图 流线图 图 不同计算过程的比较

订订一一
—— 格式△△ 格式

一一
‘

鑫鑫

李李燕不不
图 不同步 长的比较 图 不同差分格式的比较

七
、

结 论

通过数值分析和与已知结果的比较
,

说明了只要分离区不大
,

边界层方程仍然适用

出现在分离点附近的奇异性
,

可通过给定壁面摩阻
,

计算压力梯度为求解的一部分而有

效地消除
。

本文采用的方程是典型的以流函数表示的边界层方程
,

其优点是积分时可由 ‘ 一

的前缘开始
,

这将给许多问题的计算带来方便
。

由计算结果表明 只要回流区不大
,

用向前推进的方法比整体迭代节省内存和时间
,

而 民同样可得到满意的结果
。

本文给出的方法适用于计算诸如压缩拐角
,

流线塑物体的尾部等具有分 离 泡 的 流

动
。
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