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引言 由几块平板组成的空间结构在工程上得到广泛应用 其动力
、

静力问题是

很难用经典材料力学和弹性力学方法解决的 有限元方法是解决这类问题的 强 有 力 手

段
各国力学工作者已经发展了很多解决板壳问题的有限元素法

,

等 川 内

提出的位移法有限元公式是最常用的
,

这个元素的位移函数在边界上一阶法向导数不连

续是它的最大缺点
,

另外一些人提出的位移法边界协调元素公式太复杂
,

而不为人们所

喜欢 和 川运用卞学磺首创的杂交元技术 导 出了假 设 应力分布的板

弯元刚度矩阵公式
,

并在平板应力问题和振动问题上得到应用
、

’ 但 是运用基于应

力分布假设的杂交元素求解平板组合空间结构的工作却没有见过 本文就是针对一类平

板组合结构提出了杂交法空间有限元模型

纵对称面

横对称面

图 五面体空 间结构

这个元素的刚度矩阵是由平面应力刚

度矩阵与平板弯曲刚度矩阵组合而成 平

面刚度矩阵为等应变元素矩阵
,

而平板弯

曲刚度矩阵则为杂交元刚度矩阵 推导杂

交法元素刚度矩阵的基本思想为在元素内

部假设应力分布
,

并使应力分布函数满足

全部平衡条件 在单元边界上假设用节点

广义位移表达的位移分布函数
,

使它满足

位移和法向斜率的连续性条件 所假设的

单元内应力分布函数与边界上位移分布函

数的一致性通过最小余能原理获得
,

这实

质上是通过拉格朗 日乘子法得到放松 由

于这个元素克服了常规位移法元素在边界

上法向导数不连续的缺点
,

因而有更好的收敛性
,

并且在解应力问题中优点尤为明显

年 月 日收到
。
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本文用上述有限元模型计算了如图 所示的五块平板组成的空间结构的自由振动问

题和应力问题 因为四块侧板是梯形板
,

故采用了直角三角形单元 利用结构的 对 称

性
,

只计算了四分之一 用粗细两种网格的计算结果证明所提出的有限元模型收敛性很
好

单元刚度矩阵
、

质 , 矩阵和广义载荷矩阵

刚度矩阵由下式给出
〔、〕二〔〔 几〕

〔 〕。

式中〔 加是平面刚度矩阵
,

〔 〕为板弯元刚度矩阵
,

下角标
, , ,

与刚度矩阵〔 〕相应的广义节点位移列阵为

这里

出 「〕

式中

‘

万 , ,

杂交法板弯元矩阵的推导

〔。 。 二 、氏 氏 〕丁

假设应力分布的杂交泛 函 由修 正 的 余 能 原 理 给

刀。
。 。 , 。 二丁工

‘

一争犷”
。巩 几 几

为应力向量
,

由图 给出

“二
。 ’ “· “ ,

‘ 为弹性矩阵

几几⋯几儿。。扩切几

。夕

几厂

几
产

, 、 ‘

劣 夕 戈 工刀

一翔

,

一 封

甘 劣封

一 夕

一 戈

夕

夕 护

丝

其中 劣 一令
。一

答 一半
,

卜爷 , ‘厚度
·

用矩阵符号表示

应力分布函数

。夕

〔〕二 〔尸 刀

硬。了住、少仁
﹄

医

之

二代表单元边界上的位移分布向量
,

由图 给出

代表边界上广义力向量

泛函 中的第一个积分代表应变能 把图 所示的应力分布函数代入这个积分
,

利

用矩阵符号

〔 〕
,

〔 〕·〔 〕〔 〕 ·

应变能表达式为

。 告〔刀
〕〔 〕〔“〕

泛函中的第二个积分代表单元边界广义力向量 在边界位移上作的功
,

边界广义力
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牙 月 工 一 昌一
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一 一

二 二 一 ,
一 戈 戈 互 一 二 十 护

一 刀 夕

李 。
一 。,

口

一 夕 夕

一 口

一 夕 夕 一 ,

一 夕 刀

产

了‘
,

一一

一 刀

切
︸

一 劣 劣

产
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⋯
义 一

互 一 。十 。
, 一 。,

粤 。 。 。

一

夕 一 夕 互 。
, 一 。

竺 一 夕 双

二万一 气一 夕
“
刀
叨

百一

夕

机处阮叭一 心夕一 夕 二 一 夕

⋯

会
“ 一“ , ,

夕 一 刀

会
‘一“ 十“ ”

一 口

勿 一夕

一 夕

冬 一 。 。,

其中 矩阵表示式 。 〔 〕

图 边界位移分布函数

向量 可以通过对应力分布函数进行积分
,

对于斜边 参看图 还需进行坐标转换

得到
,

写成矩阵形式为

〔 〕 〔 〕刀〕

把式 与图 表达的边界位移分布 函 数 代入泛函的第二个积分
,

利用符号

〔、〕一手
〔 〕·〔 〕 ·

边界力所作功为

方 丁〔 〕

泛函中的第三个积分
,

代表给定外力的边界上外力所作之功
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将式 与 代入式
,

得

工 口 丁〔 〕刀 一 刀 〔 〕口

由最小余能原理
口 ,

尽
, 得到

夕 〔 〕
一 ’〔 〕

由式 与 得

粤。 〔尤 〕、
‘

刚度矩阵 〔 〕 〔 〕〔 〕
一 ‘〔 〕

应力向量 〔

式中 〔 〕二 〔 〕〔 〕
一 ’〔 〕

为应力矩阵

由应力分布函数与边界位移分布函数出发
,

经过冗繁的手工推导求得 〔 〕矩 阵 与

〔 〕矩阵的表达式 刚度矩阵〔 〕与应力矩阵〔 〕要通过电子计算机完成

质量矩阵与广义载荷矩阵 推导一致质量矩阵与一致广义载荷矩阵必须知 道 单

元内位移分布函数 但是杂交法单元内部假设应力分布
,

位移分布函数是不知道的 这

是杂交法的不足之处 当然可以采用反比例律求得集中质量矩阵或集中载荷矩阵
,

这显

然没有一致矩阵好 文献〔 〕提出如下近似位移函数

甲 “
,

声 十 夕十 声 ,

犷十
‘扩 扩夕 声犷十 心

这个位移函数没有
“ 、犷项

,

可能会有人提出疑义 是的
,

用这个表达式推导位移法刚度

矩阵肯定是不行的
,

因为它不满足 提出的
“

常应变准则
” ,

导出的刚度矩阵

不收敛 但是
,

比较式 与图 中的边界位移函数表达式
,

可以看出二者有一定的一

致性 所 以可以用它来推导一致质量矩阵或一致载荷矩阵 本文的结果和文献〔 〕的结

果都证明这样作是对的

刊用 个节点广义位移条件
,

可以由式 得

研 二 〔 〕 一

从 组动 出发
,

质量矩阵与广义载荷矩阵由下列式子给出

质量矩阵

温度载荷矩阵

初应变载荷矩阵

〔 〕二 、 〔“ 〕了。〔尸 〕犷

一

丁
尸 · , 劣

‘ 了
、

一

〔
〔 ‘ 。 , ,

。一

〔〕
〔 〕, ·。 ,

粤

自重载荷矩阵 〔
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本文对如图 所示的两种三角形姿态
,

推导了刚度矩阵
,

质量矩阵和载荷矩阵

文献〔 〕较详细地介绍了推导杂交法单元刚度

矩阵的方法 根据空间问题有限元的特点
,

本文的

公式与文献〔 〕有如下三点不同

节点广义位移的量纲与排列顺序不同
,

文献

〔 〕为〔
、 ,

氏
, 二 〕丁

,

而本文为 〔。
, 二 , , 〕

转角 的 表 达 式 不 同
,

文 献 〔 〕为
二

两种三角形姿态

口山

即
’ 而本文为

, 口田

瓦刃,

川创
一
月卜‘

闷叨,,月卜止日︺

文献〔 〕只给出了一种三角形姿态 的 单元

刚度矩阵
,

本文对图 所示两种姿态的公式都进行

了推导

算例与讨论 利用上述有限元模型
,

计算了图 所示的五面体结构的自由振 动

问题和应力问题 取上盖板与总体坐标面 相重合
,

把侧板展平得到 图 与图 所示

的图形
,

图 是粗网格图
,

图 是细网格图 与 分 别为横对称面与纵对称

面
,

利用对称与反对称条件
,

只计算四分之一
,

对称与反对称条件由表 给出

竖
氏阵

厂厂厂厂厂
’

耳耳
厂厂厂厂厂厂厂足足声声
才才

怎怎瓜瓜鬓鬓置置箔箔
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

令令只

多一洲西西妙 商 黑黑多多多
沪

惬户
’’

葛葛黛黛万万
’’

暑暑万万
图 粗网格分割
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呱

成成成式式成成式式伙伙沙沙
石石石火火式式

尸

厂厂从从沙沙
成成成式式式式儿儿火火口口
汀汀汀式式成成川川风风口口
成成成戍戍式式

一

成成尤尤态态
孔孔才

户

荡荡 义义一一 橇橇 奋户
’’

石石
’

汀汀试试
蓝蓝蓝式式戍戍
口口口

称线

一
尤

图 细网格分割仃 节 点 单元

表

。

一一
。

一
。对称于

反对称于

对称于

反对称于 万

自振频率与振型 总体刚度矩阵与总体质量矩阵建立后
,

求自振频率与振 型 的

公式为

〔 〕 二 。 , 〔 〕

由于〔 〕与〔 〕均为变带宽存储
,

对〔 〕求逆和求〔 〕与〔 〕
一 ’

的乘积的运算非常困难

作者提出
“

广义
”

迭代法可以用来求振型与频率 其运算步骤如下

任取一标准化位移向量 丫 代入式 右端计算〔 〕 护 二 端
,

这是 一 个列

阵
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用直接法解式
,

求得一次位移向量 犷

将 矿 标准化
,

再代入式 的右端
,

然后用直接法解出二次位移向量 矿

重复上述运算
,

每迭代一次将结果与上次结果进行一次比较
,

若 矿 与 犷
十 ’

之 间 相对

误差小于规定的允许误差时 例如取相对误差为
一 ‘

就认为收敛了

表 列出了两种边界条件
,

四种振型
,

粗细两种网格的计算结果

表 自振频率计算值

粗网格 单元 节点
细 网 格
单元 节点

对称于 轴

反对称于 轴

卜 而初万
一

万二七可 对称于 二 轴
一 , 一

,

冻尺 入叨 仍
、

望 迈 仪人 们叱毯 一
, , 。 一 二

反盯怀士 荆 汉河孙丁 夕荆

丰一,一赫一赫一支一支频一一
一简一固

两种网格的计算值差别很小
,

说明收敛性很好

图 绘出了横对称面 的振型曲线 图 为反对称振型 图 为对称振

型
,

这两个图的右半边是固支振型 而左半边是简支振型

细网格

粗网格

反对称振型 对称振型

图 了 横对称面 的振型

自重应力与挠度曲线 本文的有限元应力矩阵可以算出 个节点应力
,

个 平

面应力分量
,

个弯曲应力分量 表 列出了部分节点的弯曲正应力和薄膜应力的计算

结果 图 绘出了沿底边薄膜应力分布 图 绘出了横对称面 上 的挠度曲线

表 “ 沿横对称线 与棱线 弯曲应力分布

固固固 节点 一

支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支 口口口书书 一 一 一 一 一

简简简 节点点

支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支支 几几几 一一 一
‘‘

一 一 一
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一一一

‘ 、

一 一
一

一一
一

一 一
一 一 一一

一
一

一 一
一 , ,

表 劝 沿底边 薄膜应力
一

丝⋯
一

川土 ⋯土⋯二 」二三卜习二二 ⋯二二牛一翌州兰塑竺全些生生竺圳生竺二竺竺竺些 旦二塑 ⋯些丝一

塑
一

‘

一 一 ⋯
一

些
一 一二竺 ⋯一些 卜竺 一竺一⋯一生 一

一
、

叮 · ”
·

‘ , ⋯。
·

‘ ”
·

‘ ”
·

‘ “
·

‘ ‘ ”
·

‘ ”
·

‘ ‘

石云
细网格粗网

当

口‘压
粗网格

细网格

价压

一一一平均薄膜应力

瘾瘾
上盖板板

,,

卫

一一一

图 自重作用下沿底边薄膜应力 图 自重作用下挠度曲线

初应力作用下的变形与应力 假设上盖板制造偏小
,

需在
、

两个方向上拉

长才能装上
,

若预加初应变为
。二 ’ ,

求 在 这个初应力作用下的结构变形和应

力 表 列出了沿上盖板四个棱边的应力分布 沿上盖板四个棱边的面内位移分布绘于

图 有趣的是
,

二点位移向里
,

而角点 的位移却向外

表 初应力作用下上盖板的薄膜应力

应应 力力 节 点点

氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏氏

应应 力力 竹 点点

。。夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕夕 。

丁
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此外
,

由表 可以看出 点与下点处的面内拉伸应力比初始应力
。 。。 。。 八 一 二

了 ’

大得多

内外温度差引起的弯曲应力 本文计算了固支条件下
,

因内外存在 ℃温 度 差

引起的弯曲应力 计算结果列于表 由表 看出这些计算值与四边固支板因内外温度

差引起的弯曲应 力 非 常接近 文献〔 〕给出了固支板的温差应力公式

反△
仃 一 气二尸丁二 , 丁

艺吸 一 梦

式中 反为材料的热膨胀系数
,

△ 为内外温差

表 固支下温差应力

节节 点点

应应 力力
。

理 结束语

本文提出的杂交法有限元模型对计算板组合盒形结构的应力问题和振动问 题 都

是有效的 由于它克服了位移法平板弯曲元在边界上位移的法向导数不连续的缺点
,

所

以具有较好的收敛性 在计算应力问题时这个优点更加明显 粗
、

细两种网格的计算值

非常接近
,

说明了这一点

“

对称线

。

笼笼

一一

全全全

二二
笼笼卜、、

图 上盖板在初应力作用下 的面 内位移

应力计算结果表明
,

相邻单元对同一节点的应力值的计算结果有差别 我 们 在

计算该节点的应力时
,

以包围该点的诸单元的张角为权
,

进行加权平均 这样得到的节

点应力值比较合理 为减少相邻单元应力值的不连续性
,

应尽可能不采用很尖的
,

细长

三角形单元
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本文计算的实例不包括集中外力与集中支反力的情况
,

所以较粗的网格就 能 得

到较好的结果 若遇到有集中载荷或集中支承情况
,

需要将网格分细些 那时可能要用

更大的计算机才能完成计算

附录 应力问题的计算程序方框图

启 动

杏

输入原始数据 节点和单元信息

节点坐标 材料常数
,

约束条件

小

计算方程个数
,

最大半带

宽度和刚度矩阵元素总数

小

按顺序逐个示
·

算单元刚度矩阵
,

坐

标变换
,

叠加并形成总体刚度矩阵

⋯
“ 。。。”

月 。。。。 “ 工当⋯
亨

‘工
一一自

八﹄“

︸

一一当

形成 自重 形成温差 形成初应变

竺萝烈叼 壁堕竺 匕塑哩到
、 杏

阿赢汗爵熹而骊赢叫

一
、

计算自重 」计算温差 计算初应变

口二兰卫 口生空口 匕里竺竺到
、 杏

输出各单元的节点应力

停停 机
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附录 自由振动问题计算程序方框图

输入原始数据 节点和单元信息 ,

节点坐标 材料常数 约束条件

杏

计算方程个数
,

尽大半带宽度
和刚度矩阵元素总数

杏
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度矩阵和质量

叫
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把总体刚度矩阵分解成三角

丽

一李寻
一

—
计算方翻

引 的石端项

李哭幸⋯月”直接竺登尸犷
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匕一上里塑竺竺一 一
」七 一 月 了卜点 服 目 」全

——
,

斗 ‘ 「「 七人 。‘
、, ,

若
一

如卫几吐 允许误差
。

停停 机机

附录 计算方程 右端项的分程序

巴 , , 且劣 , 月 ,

￡ , , ,

刁
,

。 。 。 〔〕 ,
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￡ ￡ 〔 一 〕 一 〔 〕 。
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, 〔 〕 〔 〕 五 〔 〕一 〕
,

〔〕,
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附录 算例的结构尺寸与材料参数

结构尺寸

厚度
逻 尸 扩

材料常数 二 ,

, 二 , 下 克重 厘米 ,

热胀系数 。二
一
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