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塑性大变形问题的唯一性
、

稳定性

和极值原理

王 自 强
中国科学院力学研究所

提要 本文从考虑几何非线性的塑性大变形基本方程出发
,

讨论了塑性大变形问题的唯

一性
、

稳定性与极值原理 提出了确定边值问题的解的唯一性判别准则 分析了平衡伏态稳定

性的充分条件 最后讨论了边值问题与变分问题等价的充分条件

一
、

引 言

近十多年来
,

关于塑性大变形理论及非线性有限元分析引起了普遍的兴趣 一幻 一方

面对塑性大变形的本构方程进行了大量的基础研究 另一方面结合结构非线性分析和断

裂力学裂纹顶端弹塑性场分析
,

提出了各种形式的塑性大变形的有限元公式 但是关于

塑性大变形问题的解的唯一性
、

稳定性研究较少
,

特别是有关速率方程的边值问题与变分

问题的等价性还缺少深人研究

’, 曾经对有限弹性变形问题的唯一性
、

稳定性及有关的极值原理作过深人的研

究 对于刚塑性材料及遵守有势本构方程的非弹性材料有限变形问题的唯一性
、

稳定性

及极值原 理也作了详细的研究叩 ,

但是对于大多数金属材料
,

弹塑性变形加载与卸载遵守不同的规律
,

本构方程是两可

的
,

不可能找到唯一的势函数来表述本构方程 因此
,

关于塑性大变形问题的唯一性
、

稳

定性及极值原理有待进一步研究

二
、

基 本 方 程

在欧几里德空间中
,

引人两种坐标系 一种坐标系是物体在基准状态各点的空间坐

标
,

叫做 叱 坐标系 ,用 玛 来表示
,

它是任意的曲线坐标

另一种坐标系用来表示每个瞬时物体各点的空间坐标
,

叫做 坐标系 用 砂
,

尹 , 护 来表示 约定 砂 是直角坐标系 对应的基向量是
, ,

几
,

对于基准状态
,

坐标系 ‘ 所对应的基向量是 口
, ,

侧 对于变形状态
,

坐标系

马 所对应的基向量是 口
, ,

砚

约定用任意的粗黑体字表示向量场或张量场 向量或张量在 坐标系中的分量

用小写斜体字母表示
,

上
、

下标用小写拉丁字母表示 向量或张量在 坐标系中

本文于 年 月收到
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的分量用大写斜体字母表示
,

上
、

下标用大写拉丁字母表示

令 口 是真应力张量
,

则平衡方程为
少矛护

窟
在 内

“护” 户 ,

在
。

上

引人 应力张量 及名义应力张量

万
, ,

,万
户 一 了止乙 了 , ‘ 了二二

司

艺 ‘

丫
一

丫

双 胖 说
用名义应力表示的平衡方程及边界条件为

·

口

产
,

尤 ‘ ,

在 内

在 叉 上

在 叉 上乙 乙 ,

塑性大变形的本构方程可表示为 ,

、、夕矛
、

、产︸、了︸勺了、
矛了、了了、感多

必
,

动
一

卫五一

「 ,

若 厅
口 二二二二

且 于
,

其他情形

入一 , , 。。、 万 兰业业、不
拜 ,

、,、,产了了、
矛了、

其中
, 厅是等效应力

,

是等效塑性应变

一了号
尤 了 了

, 一 。 , ,“君

、 , 一
‘

宜 了云顽不而更瓦万一厄 斌奋矛奋不

是加载函数
,

硬化规律可表示为
一

。一 一
,

必 衬

必
乙
为

表示对应力张量 的刚体导数在 坐标系中的分量 弹性系数张量

·

一音
·

‘‘ ·
, 一 研一 二 ,

对方程 劝求物质导数
,

得

口污 , 一
, , 。

一

赢 户 一
,

在
, 内

污 六
尺

产
,

在 滩 上
。

玖 一
。

风
,

在 岛上
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在以下的讨论中
,

我们总是取所讨论瞬时的变形状态作为基准状态 这样得到的公

式
,

比较简洁

三
、

唯 一 性 准 则

速率方程归结为下述边值问题 在准静态变形过程的某个阶段
,

物体的几何形状
、

应

力的内部分布
,

材料参数的瞬时值
,

各向异性状况
、

材料的不均匀性都已确定 当体力的

变化率
、

表面载荷的变化率及几何约束给定时
,

那么物体各点的速度场及应力率场就必须

通过求解边值问题来得到 广义的时间参量用单调增加的几何参数来度量

设想有两个不同的解答
,

它们的差用 △ 犬
,

砧肚 来表示
,

那么必有

△亏

心 切
二 一

与 一

在 户 内

在 义上

在
。

上

,,匆

由式 立即推得 ,

。

△‘ “
‘

△。 乙

口 犬

。。一
。

△ 六
·、 , 一 。

由此
,

可以推断若对所有满足相同几何约束条件的一对不恒等的连续可微速度场
,

下

叙泛函恒正
,

一 △严 丝业全沙 。

长

那么边值问题的解答必定是唯一的

应该指正
,

由于塑性大变形的本构方程 匀是非线的
,

所以 △污天
“
与 如

“之间并不存

在一一对应的关系 对于同一个 如
“ 可以对应多个 断

,

所以泛函
,

既是速度场 。 “

的泛函
,

也是 与
“
的泛函 要判断泛函 是否正定

,

一般说来比较困难 为此
,

需要

引人一个比较直接的判别准则

依照文献 ,
,

有下列公式
,

“、护
·

,
·了。。一 俨 分·、

· 二

票器
、。。 ,,

是真实速度场
,

介是任意的速度场
,

与 之间独立无关 通过本构方程
,

可

以得到 应力张量 的刚体导数
,

进而得到 全 及 亨
“
设想速度场 及

分别对应着 肚
,

萨
“ 及 , 卜

、

跨
“ 取 一 △ , 则有

、,少。。‘, ·△。 · ·
。一 。。 , △。· 二

。

‘二 △。。· ,·、
。一

。

, 二 △。一 二

△

口

、叮几、‘口△

由此
。

‘,一 、二 △
。。 二澎。。

一
。

, 一 , 二 △。二 二 △

口 纂
“ ‘ ,
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将式 转向 坐标
,

得

, 、蟹一 产‘
’ 气

氛
, , , ,

丝丝不
甘

口 走 口 ‘

其中 甲 表示 应力张量 的向量导数在 坐标系中的分量 将向量导

数转换成刚体导数
,

为了书写简单起见
,

用带有
“ ”的字母表示刚体导数 有

, 一 ,互正 , , 一 ,互 , , 。 ,丸咨

番普
。。

、 一 , 、 十 、 一 洲 帆‘一
‘ ,器

‘‘‘‘

犷

︸尸口

一一一一

一 一
, , , , ,及

票雳
。

「 「「 ,

二
, 、 、 、

一 , 。

飞乙群 “ 十 儿
。“‘火“份

· 。 ·少一 扭、 一 “八少万万

‘灸一 二‘一
“ ,器

‘ 一 ‘ , 二“

一
,

一 , ,窗。用截 , ‘ ,

黑黑下
、。。

口 尺 口才

这里

一
。 。。 。 。乏了 无正

小 一
‘ , 一贵器

“贡了 ’

一

箭 器可
十 ”一 ‘ , “

一幻
一 ’洲“ , 而

十 ,友了
·

票番
‘ 。

一了⋯黔氰荟
不难证实

户 一 户 一 “入 〕

引人泛函 梦

一
。
。。 , ,‘ 。 , , , 一

·

,“‘ , , 二式 ,

一

天 一 。贵
·

器衬
。

洲甜一脚
,脚一肘

其中 华表示所讨论瞬时的塑性区

显然当二次型泛函 梦是正定的泛函时
,

泛函 也必定是正定的

关于唯一性的判别准则可归结如下 若泛函 梦是正定的二次型泛函
,

那么速 率方

程边值问题的解答必定是唯一的

应该指出
,

由于 梦是二次型泛函
,

从 扩的极小可以导出线性方程 因此
,

泛函 犷

是否正定
,

比较容易确定

另一方面
,

上述的判别准则只提供了唯一性的充分条件
,

并未涉及唯一性的必要条

件 因此
,

当 梦不满足正定条件时
,

并不意味着边值间题一定有多值解
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四
、

稳 定 性 泛 函

关于平衡稳定性的能量准则可以概括如下 〔 一个力学系统的平衡状态是 稳 定 的

如果
,

也仅仅如果当这个系统转向任何邻近的运动许可状态时
,

外力所做的功不大于内力

所做的功 内能的积蓄或耗散

设想系统从某个平衡状态转向邻近的许可状态是通过连续的变化过程来实现的 在

这个变化过程中
,

可能速度场用 来表示

外力对力学系统所做的功率 才 为

﹄

、产、少乙一、夕,‘,︸
了‘、了、户 一 ,

·

。‘、。 、。 尸, ‘“ 一 二 。 。
·

。 、 。
·

“。

内力所做的功率 亡为

珍一 ,“正
·

、。 一 。 二。二、。 一
。 、一

· ·、 。

设想初始时刻记为
。,

那么从时刻 到 之间内力所做的功与外力所做的功之差为

、尸、,产门,‘,‘
护

‘
、了叮、△。 一 ‘

百
。 ‘ ·。。‘ 、。。一

。 。 ·

。。
。一 , 。

·

、。 ,

‘ 一 犷 口 ,

假定讨论的是匀速运动
,

也就是说
,

在时间 。到

, 认一与

另有

乙 ,一 , 。

亏 ,一 。

代人式 得

一 。
生 夕 ,一 。

·

, 一 ,。 ,

⋯

胡 一
‘ 。 二 ·

、夕 一

, 一
。

‘二 ,
,一
。 ·

‘一 ,。, 合“
“

, ,一 , 。 ·

一 ,。

。。· · 。。一
。 。

·

。一 。 · “才

、了户、产、、
刀、声‘,自,‘内气︺

宁、了‘、、宜、
占 一 十 三印

, 一 ,。 ,

生 占刀
甲

, 一 ⋯

其中
口︺

占

· ,一 。 · 。 二一、
。
一

。 。 ·

、
。一 , 尸 。

·

、一 ‘

占
。

污‘乙
,一 , 。

, 一 , 。 ‘二 ,一
。

。 川
“

二
】

⋯
,

⋯
由于 满足平衡方程 因此

,

一次变分对任意的可能速度场恒等于零 从公式

不难看出
,

对充分小的时间间隔 , 一
,

欲使 △ 对于任意的非零的可能速度 恒

正的充分条件是二次变分 口 是正定的泛函 对任意的非零的可能速率 , 即有
。 一 , 。 ‘邢

,一
。

一 ·
,
· 。 。
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值得注意的是条件 与 并不相同 虽然 与 △ 都满足在
。

上为零的条

件
,

因此都是可能位移 但 产
“ ,一 , 。

是 的单值函数
,

而 砧札 恰是 △ 的多值函数
如果预先约定所讨论的瞬时

,

速度场在
“

上
,

必须满足恒等零的条件
,

那么在 △

中
,

作为特殊情况可以取条件 中的可能速度场及恒等于零的速度场作为一对
,

由此产

生的 △ 等于 , 公 等于 佑肚
一 , 。

所以关于唯一性的充分条件 得到满足时
,

稳

定性的充分条件 必然得到满足 反之不然
,

稳定性的充分条件得到满足并不能保证

唯一性的充分条件得到满足

现在来研究二次变分 护刀 的具体内容 通过类似于第三节的推导
,

不难得到

。刀 一 。、 ,、‘, 、,, , 一 竺 , , ‘ ,

夕

一 。‘ , ￡ 、, , 一 。 , ,‘ ,
,

,

其中

万‘
,

若 厅 一 “树
,

且 ‘。
’

了。

赴。,

其他情况
’ 产

人 , 一 。 , 了于石蔽丁
稳定性泛函 护 是可能速度场 的准二次型泛函

,

由于 的数值是两可的
,

因此
,

泛

函 护 极小所产生的 方程是非线性的

五
、

极 值 原 理

在微小变形的塑性理论中
,

确定速度场的边值问题与下述泛函的极小值问题等价

—

二“ ,“ ,“ 一 , ,‘ ,‘ 一 、。 苦 ““

在塑性大变形理论中
,

相应的泛函是什么 边值问题在什么情况下与泛函的极小值

问题等价 这是本节要讨论的问题

引人泛函 几
。

, 二。二 ⋯黔器
、 。 一

。

‘。
·

。一 ￡

”
·

“。

‘ ‘了 亡, 旦竺旦竺
。一 沪

。 。一
。。

户
。

·

尤‘ 考 沪“ 。
认了

夕

一
︸

泛函 化成速度场 表示的形式将是
、, ,、, , 、 , 一粤 , , ,、, , 一 。‘ , 、, ,、, , 一 。

,

。
,

, 、。。

口 一 气 产

一
。

‘
。 · 。一 “

。 ·

先证明下述命题

任意使泛函 取极小值的连续可微速度场 该速度场满 足
。

上 的 速 度边 界 条

件
,

必定是速度场边值问题的解
,

也就是说由 产生的应力率满足平衡方程及在 叉 上
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的应力率边界条件

设想在 内的任意点
,

该点可以处在弹性区内
,

也可以处在塑性加载区内或卸载

区内 例如
,

点 处在塑性加载区内
,

则有

在点 处
, ‘了‘,

由于 是连续可微的速度场
,

因此
,

总能找到一个充分小的包含点 的邻域 乡 在

乳内有

乃 , 弃

记
占 一

“ 。

聂

‘ , 弃

由于 人君 是点 空间坐标的连续函数
,

因此
,

最小值 占 必然存在
,

且 占

讨论任意的在 乳内不恒等于零
、

而在 乳之外恒等于零的连续可微速度场
占 ‘, 弃

〔

乳

奋 命

若 占 一 。
,

则有
‘, 井二

, 〔 乳

此时
,

对任意的 必有
, , 六 。 隽

, 〔 乡
,

了气、若
,

则当 。

户

姚 时
,

必有

弃 隽 占、一 。
·

占, , 〔 乳

由于速度场
,

使泛函 取极小
,

因此
,

对任意充分小的 必有
少 一 刀 。 一 刀

所以有
巾

,

当 。 氏 。 时
,

速度场 。介所产生的塑性加载区
、

卸载区及弹性区与速度场

对应的塑性加载区
、

卸载区及弹性区完全一致 由此两个速度场所对应的判别系数 。

恒等 即
“ “

所以 少 存在且等于
。

, 。 一
。

干 、
, , 沙 , 一 三 , ,, ‘ , ,

“ 一 ’

一

一 。‘ , 、了,‘, 一 。,‘价, ,
, 、。。一

, , 。

‘
。
·

伪 一
、。
户
。
·

伪
“ 口

利用本构方程
,

少 可化为

。
,

一 。。

一 叮打

。 , 、

、、
拌 , 几又 ,, 口‘护一 丁 又 无, , 八‘了 ,

‘, , , 一 。,
,‘。,

,

, 。。一 , 。

一
。

瓮
·

‘宕, 一 一‘ , , ‘无,‘, , ,’
‘’

‘
。 ·

伪
。一 、”

。 ,

。 , ,。 ,
, ,
介,

,
, 。
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一 二

‘
·

“ 一 嗯户
·

“

笋又
, , 。 旦竺旦竺飞 一 声 伪

‘

、声

一
。

户
·

“‘“
。

式 中的 ‘ 是 应力张量在 坐标系中的分量
, “ 是 “ 的向量 导

数
,

另外
,

已经约定取所讨论瞬时的变形状态为基准状态 将式 转向 坐标

系
,

得

。
。

卜
。。

扮二
十 严器黔

一 , 伪 一 。 , 二彻
一 , 。 、一“

、、。。一
。

‘
。 ·

“己
。一 、

,
。 ·

““

一 , 。 、 。票
。一

。

‘。
·

伪 ,

一 。。

同粼梅
郊吓 “

, 一

俞了百
·

‘“说 ,
·

“ ‘

一
。

‘
。

“
。一 ,

。 ·

伪

一 , 。

涛赤
〔丫石

·

‘ “ , 一‘
。 ·

“
。

、
‘二。

。、一 ”
。 ·

伪
·

由于 是任意的在

此
,

根据变分原理
,

得

乳内不恒等于零
,

而在 豁之外恒等于零的连续可微速度场
,

因

斌沙 。
了沙郭 一 尸 。 在 乳内

这就证明了在 点附近
,

应力率场 全
、

亏脱 满足平衡方程 当 点处在弹性区或卸

载区内时
,

同样可以证明方程 得到满足

为了证明 产生的应力率 叉 上满足应力率边界条件 设想点 位于 必 上
,

此时可

能出现下面三种情况

点 处于弹性区内 点 处于塑性加载区内 点 处于卸载区内 这三种情况
,

证明

方法相同 例如
,

点 处于塑性加载区内
,

此时有
叮 , , , ,

在点 处

由于 是连续可微速度场
,

因此
,

必定可以找到一个充分小的包含点 在内的邻域

乳
,

在 乳内有
, , 隽

记 义 为 豁截出的表面积 从
。

中

讨论任意的在 各内不恒等于零
,

而在 各之外恒等于零的连续可微的速度场
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重复前面的推理
,

不难得到下述变分式

、

澎俞丫瓦
一 ‘

·

伪

、 , ‘二。武一 ”
。 ·

“ “
。一

由于速度场 所产生的应力率场 亏脱 满足平衡方程
,

由此
,

根据变分原理
,

不难得

到

空 烧武
犬 。 ,

在 叉 上

这就证明了在点 附近
,

应力率场 护
·

污邢 满足应力率的边界条件

现在进一步证明下述命题

若二次型泛函 梦是正定的
,

那么边值问题的解
,

必定使泛函 刀 取极小值

设 是边值问题的解
,

是任意的可能速度场 满足在
。

上的关于速度的齐次边界

条件 则

“ , 一
, 一

。 ‘

梦
,。 宕

,

一
‘ ,

卜
, , ,

器碧
、。。

一
。

‘
。 ·

“、
。一 ” 。

生

。 “ ,了 一 “

梦
, 〕、, ,

一 “ , , , ,‘,

臀臀
“。。

一 ,“ ,

其中
, ‘, , ‘,

的向量导数

分别表示速度场 十 所产生的应变率及 应力张量

由于 满足应力率的平衡方程
,

因此
,

。 ‘

梦
, , , , , ,

些典不
、。。一 ,

。 。。一
。。

户 、 。一 。

一 ‘ 才 邵 口劣 」 云

所以
、趁‘‘

—
、 飞

“ 一 “ 沙‘ , “ , 一 ‘,

、、‘才

一 ’, —口 口 护
一
合
俨 ‘,。 ·〔二

, ,一
, , ,〔弘

·

,一弘
·

, 二‘· 户·

一 ” 一 ·

一
·

·

”一
‘ ,“,‘, 一 奋,

,‘护
,

, “ ·

一合
。 , ·“, ,“, ‘ ‘乏乏 , ,

卜二 一
, 一六器“

, ’

一
备器易

, ’

一
‘ , ,‘,毛‘,乏一 护走‘

·

奋花
,

, , 〔。
· · 户·
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一 ‘ , 一
·‘

一
‘ “ 〕 。

梦
·

, 帆‘一“ , 一六器
〔 · · ”一 户 , 一 “ ·‘

一
, ”〕

。

不难证实

户 一 户 一 。 一 人 户

因此
,

当 犷是正定的二次型泛函时
,

必有

△刀 ,

‘一
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