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一种简单介质模型和其中的球对称
应力脉冲波的渐近传播性态

‘’

白 以 龙
中国科学院力学研究所

提要 本文建议了一种简单的介质模型
, 用于计算球对称应力脉冲波的传播 证明了自

相似波形和峰值以恒速传播是波传播渐近性态的表现 在渐近状态
, 运动方程和介质性质的

线性部份
,

是波传播行为的主要控制因素
,

根据相似解
,

分析了压密和介质强度对应力波传播

规律的影响 指出了在有剪力而剪力与静水压在运动中不祸合的条件下
,

衰减指数 二 在

一般情况下
,

衰减快慢随波形陡缓而变化 对一定的介质存在一个最大的衰减指数

一
,白

妞、
、

二
二

。 ,左,

“

, “ 左,

,

—
“ 古

此时波前沿是间断跳跃 当应力波峰值的传播速度
。

超过加载体积波速 时
,

该最大衰减指

数 编 就可大于
,

否则就等于或小于

一
、

介 质 模 型

脉冲应力波在地质材料中的衰减
,

大大超出了几何扩散所允许的程度 在球对称悄

况下
,

衰减指数 可达 一 在 【 中针对静水压力波指出
,

压力一体积关系的滞迥效应

是造成波衰减的主要机构
,

并在线性假定下
,

给出了衰减指数和介质参数
,

波形参数的关

系

对于考虑了介质强度的模型
,

国外已有不少的工作和建议 如 的流体一弹垂

性模型闭 评述的弹一塑性模型
,

变模量模型
,

带盖帽模型即 以及 力‘” 等等

本文针对广义一维应力状态建议一个简单模型
,

并以球对称应力脉冲的传播作为应用的
例子 由于一维应力和一维应变是广义一维应力的二个特殊情况

,

这就使我们有可能甩

三轴实验的数据为依据
,

并参照一维应力和一维应变实验的结果来建立模型
,

并且
,

这个

模型对球对称的问题是直接适用的

本文建议的模型包括三个部份
,

下面分别加以说明

一 折合静水压力 凡 一氏 的滞迥关系

假设折合静水压力 凡 产生的体积压缩变形与纯静水压实 验 完 全 一 样
,

凡

代 而且
,

在加载和卸载之间形成一滞迥曲线 对于应力脉冲问题
,

再加载不存在 这
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在滞迥曲线中
,

反映为介质的压密 与 同
,

本文只讨论滞迥中的这部分效应 并且为

简化计算
,

加载和卸载都取成是线性的
,

模数分别为
, , , “ 内 ,

二 加载过程的剪应力和理想破坏曲线 式

这里
,

将 尸增加的过程称为加载过程

先考察一下岩石的球对称应力状态 从理论上分析
,

压缩 的广义 一维应 力状 态
, 是介于静水压和一维应力之间的状态

,

在 价 图上是一个角域 见图
,

一维

应变则是该角域内部的一条分界线 分界线上方 。,

下方 对于球对称的应

力波 一
“

夕 —
, 在位移 “ 向外时

, , 恒大于零
,

因此只能在上方 在波头上 “
,

。 ,

故是一维应变状态 于是对球对称应力波
“ ,

其应力状态为自原点开始
,

初始曲线斜率等于一维应变曲线斜率
,

处于其上方的状态

一维应州

乡血
坏

又 了尸

针 长
夕二

维
一维应变

应力非
了厂

产 ,杯多‘
找

图

再考察一下岩石的三轴实验破坏曲线 最大承剪力曲线 不少实验表明
,

破坏曲线

是一条位于一维应变曲线上方
,

斜率稍大一些 约二倍 的一条曲线 一般二者所夹的区

域是很狭窄的 显然
,

球对称应力波的应力状态
,

只能处于这个狭窄的区域中

‘卜 脆性 】过渡 】柔性

戏

图
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根据这种情况
,

我们假设球对称应力波的应力状态可近似用 式约 的关系来代

表 岩石在脆性破坏后仍能承受一定的剪力 约最大剪力的 有些岩石在脆性破坏

后
,

承剪能力则下降甚少 而当静水压力较高时
,

岩石由脆性破坏过渡为柔性破坏
,

此时

不再出现剪力下跌现象 见图 因此本文用 《玲 统一处理整个加载过程

三 卸载过程的剪应力

在一维应变的实验里看到 见图

假设从某点 开始卸载 见图
,

,

卸载和加载之间
,

也形成一种滞迥的形状

则 氏
,

互二孕 。 若 。,

则会与破坏曲
犷 一 ’

线相交 于是可推出
,

若
,

则卸载区位于以一维应变方式卸载的曲线下方 着
,

则卸载区位于一维应变曲线上方
,

并至少应以破坏曲线为上界 作为一种处理

方案
,

取卸载沿一族以卸载点为参考的线进行
,

其斜率 宁
。

大于加载线的斜率

尹门、,了
尸,洲泪匕
洲月和︸
‘‘了、

室
丫必必不不

代

二
、

波的渐近形态

如果记 户。 户‘ , 户’ 是密度的变化量 设 尸一
, , ‘

对称条件下连续介质的连续方程和动量守恒方程可表达为
, 和 衬为变数的形式

豁
内 内豁

·

舒衬丛牛卫
竺一 “

。

,鲁
·

鲁卜卜音斋 丫。豁 华
一 。

则球

其中 ‘ 尸 澎 是密度的函数
,

由于 和 了 与历史有关
,

则 ‘ 也是历史的函数

问题的未知量为 衬
, , 主定量包括 自变数 , , , 主定参数

, , 峋 , ,

八 ,

朴 其
中 。为某一特征位置

, , 。,

为该位置处的质点速度和静水压力 和 了
‘

为介质模型中

的静水压力和剪力特征量

根据量纲分析和 , 定理
,

有

蠢
,

众
,

氯
鑫

,

众
,

氯
﹁
。一一朽

, ︸、才、

一一一
均

一一

,

一

从物理上看
,

当 二 一
、

和 丝呻 时
,

物理量 二 和 兰均趋于零
,

于是就有个

变化速率的问题存在 设在此过程中有
,

岁
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、了、产月,︸,了、
、会

一

会
‘一‘’

公
一

会
‘一 ” ‘,

’

等
一

甲
· ,

这样
,

函数 和 中的各变数在渐近状态不是自由的
,

应记为

韶份
一‘一‘ 晋带

,

⋯

剔卿
一 ’ 一 爹 荟 节

,

⋯

就是相似解的形式
,

也就是 等指出的第二类自模解 它代表解的中间渐

近形式

由于强度的变化是通过有限形式的 式 , 关系
,

由静水压力来控制的 所以下

面估计偏微分方程各项的量级时
,

仅估

计是没有影响的

为了确定指数 了
,

我们定义

李 一项
,

而省去强度项
,

这对整个方程的量级佑

一向︹刃
一里 二犷

’

在渐近时
,

一
, 忆

乡产 口留 。 , , 、

尸 艺犷 一下二一 一二公一 口气 夕
‘

连续方程和动量方程中各项的大小
,

的相似解形式
,

有连续方程

是由 ”的幂函数确定的 根据偏微分变换和 二
,

里
户 夕

军 一
, 一‘一‘ “

兰竺 一 , 一‘一 , 一‘口

,

粤 一 。
, 一‘一

犷
鲤 一

。 , 一 ,一

其中第二项显然是比三
、

四项更高阶的无穷小
,

可以不计

了 一 十

在最低阶上应有幂指数方程

动量方程
,

粤 一 。
, 一‘一

竺生 , 一 ‘一‘

互 一 。
口

·

, 一‘一‘

‘ 的常数部分是最低阶的 故有幂指数方程

一

功

·
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和 对 和 。是对称的
,

所以得

因此与 矛盾
,

故 不成立

播的渐近形态的一些结论

、

山一一 夕 。 一一 , “ 一一
,

达息休
岁 万万一 足又尚砂 俐兀刃小

。 这样就得到了波传

一 , , 丫 密度扰动和质点速度扰动随距离 了 以同样的规律衰减 自相

拟的渐近波有恒定的特征传播速度

二 渐近波是由线性微分方程控制的 流体力学方程组中的交叉项
,

都是高阶项
,

而不显现

动量守恒是由非定

迁移项则在波的渐近

、,产、,产、、
产
︸、少勺产二几,几‘几了气

护

‘了、了、

三 渐近波的质量守恒是由非定常项和速度散量平衡决定的

常项和应力梯度平衡决定的 这几部分正是波动的核心物理部分

性态中不起作用

采用变数

占 乙一

根据量级比较
,

连续方程很容易化为

动量方程则化为

,
‘

, ‘

酬 一 生 一 厌 十 约了
‘

, 了 、
, , , ,

二
, 、 , , , , 了

于 共冬 留 夸留
‘

刃一‘一‘

—尸 一 」
’

夕。‘ 刀

经过变换和整理
,

得
,

一二 十
代了
口留 约酬卜 业生爹 一

。

这便又可导出介质模型与波渐近性态的两个结论

四 线性的介质模型是波渐近性态的主要控制因素

五 以相似解作为渐近性态的波
,

相应的介质模型中不包含应力特征量

三
、

球对称应力脉冲的基本方程和相似解

在小变形时
,

坐标和

了 代替 价 钾
,

丙
,

并记 沙

称条件下的基本方程为

尸

过 坐标近似等效
,

如果再引人静水压 和剪应力

为体积波速度
,

表示静水压仅是密度的函数
,

则球对

舟 任斗‘ 口

夕 夕 。

—
门

一
一,

犷

夕

内石了 十 万丁
少 咨 气

、产

八二厂
叫

万一 十 一

内笼初始密度

引入速度势 甲
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一 中

因为是球对称
,

则 , 一粤 方程化为
口

口尸
,

知
, 。 口甲 。

二一二甲一 下 尸 二 , 二一 下 —
花二一 一口 ‘

沛
口

下面讨论渐近态的相似波 由于

臀
‘

音豁 钊
一

贵
一 , ,

则有

口, ‘

口
下帐六 十 丁二下 十 任 丁 万下

一

十 一 下一
‘

犷 ‘ 犷 盆 犷 犷

方程提高了一阶
,

但仅含常数
,

随加
、

卸载不同 卸载的卸载点
。

云 , ,

都不在方程中出现 这就可以统一处理加
、

卸载问题

进一步简化方程组
,

得
,

知
。 ,

口 口甲
一
份万

月

了 十 ‘
一 二二 气一 二 甲 一 又几二什
犷 口 了‘口犷

口
一 份 ——

州卜 ——口
·

口

将 和 对 犷 积分
,

积分后两式相减
,

可得到

口知 二 尸 口甲
尸 ‘ 一二二,气二 ‘

—一
下二, 一

‘
兰牛

根据 式
,

则 一

于是可记 甲 甲 ,

且

为
鱼鱼 生

一 因此可将以上方程化

分分乃程对口方旦三望 一

,如

口甲

口
生 卫兰
口

因为 。 一 甲 一 甲 ,

故以后可省去脚标 当 粤 一 , 时
,

函数
以犷
﹃

“ 一

刹合器
一

刽专器

生旦二
口

生 旦丑
口

产口‘甘

引人函数 是为了明晰地看出剪应力对解的影响
,

同时也给求解带来一定的方便

组
, ,

便构成 甲
,

和 的联立方程组

下面做无量纲化变数变换
,

令

刀
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。, 。分别为特征距离和特征速度 因变数

甲 一
甲

犷 乙

尸

君

了
二二二

—
、洲、尸、岁八内、︸魂,

硬、了、‘
、云一 粤 一 生 生丝

‘吕 刃 蜜

吕
一 。

云 ,

龟

—
乙一

萝 刃 」

在上述元量纲变换下
,

可得到 中
,

户
,

己的无量纲方程 取相似解

霏渭
解得

一 必

“ 一 ‘ 三 二土生、
—一

于是整个求解过程化为一个变系数的常微分方程

夸, 参 。‘ 沙“ 一 夸沙
’

一 一 必

、、了、、产,月’,曰了‘、了气百

用级数法解方程
,

并令

夕 一 , 里二
”

乞丫 ,

一 土 夸
,

梦
— “ 一 习「 —

刁

—
门 · ,

代人
,

最后得到解式
, 一 飞
望 一 一

, 二二二二二 二 、

—
一

—
丫 一

·

几 几杏‘一 , 风 风畜‘一 ,

丫 一
。 ,’ 一 风夸‘一 风畜 ‘一

时
,

恕
梦 梦

, ,
士了二瓜

万

尸
,

—各物理量为

一 一 梦
‘刃 一‘,

一 一 梦 一 夸 梦
‘ 刀 一‘

一尸一

万一兰‘ 一 梦
,

一 夸 毋
‘ , 刀 一‘

对于加载和卸载区
,

由于体积波速 ‘ 和强度准则的系数 不同
,

所以 了 是不同的
,

惟有衰减指数 是唯一的 所以在加
、

卸载区分别有解 梦 , 和 梦
。 ,

于是有四个待定常数
‘一

, , 召 , , , “ 。

问题的定解条件为

一 互 时
, 户一 户 向 一

石 乡一 而 一

二 夸一 时
,

户
。 , 刃 一 户, ,

石
“ , , 石, , ,
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才和 于分别为
, 。处的无量纲静水压和径向质点速度 其物理意义为 参 是静

水压和质点速度的峰值在
, , , 平面上的迹线

,

也就是说峰值是以不变的速度 。,

以 , 〔一‘,

的方式衰减 是指一个质团上
,

加载和卸载交接时
,

应力和质点速度连续

将解 代人定解条件
,

得

户一 一 。。‘一‘, 一 “ , ‘一‘,

”一 ‘一 ‘

一
。 一 , , 一 ‘。‘一 , ,

、‘一 。,
, 一

“

一 ‘ 。二

一 一 一 。。
,

〔 一 一 , 。

一 。, “

于是解得

⋯
⋯

叮

一

口

一

‘
厅

一

一

于十
厅

。

一

一

两一

口么

四
、

讨 论

本节综合前面的结果
,

讨论介质模型的诸性质怎样影响着球对称应力脉冲的传播规

律

一 参数方程

对于自相似的波
,

用几个参数
,

便可以刻画出整个波的性质 其中有介质参数 , , ,

。 , 。

和衰减指数 及静水压和剪力的祸合参数
。 , , 共七个参数

,

受在加
、

卸载区

均成立的关系式 约束 独立参数有五个
,

可以取为
, 。 , , , “

和 这就是说
,

整

个波传播的性质和静水压与剪力在运动中的祸合情况
,

只由一个波参数和四个独立的介

质参数就完全确定了

为进一步讨论波和介质性质之间的关系
,

引人波形参数

户

畜

自相似解必须满足加
、

卸载条件 由于 杏一 。是加
、

卸载的边界
,

所以加
、

卸载条件相当于

︸一公丝般一一︸︸么
亡、‘
、

根据定义 钊 和解 户
,

得
杏

夸月

七

口 一

衬一 喜口 , 一 奥 , 一
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当
, 了 厅 时

,

口
一
侈

这就是文献 中对纯静水压力波的解 万 厅 ,

相当于 一 沪 也就是以速度 。传播的压力波头的跳跃关系 下面为讨论简便
,

仍

采用这个近似假定 于是

一
丁 一 一
“ 十

这样
,

介质中波的传播
,

包括了几个参数

个约束方程 和
,

仍有五个独立参数

宁 , 叮。 , , , 。 , , , , , ,

和 , ,

口
。 ,

有四

更直观一些
,

可取 , 代替
,

则

一 ‘ “ , , ,

。‘

。 , 一 、 , 。 , 宁 , ,

。

一 、
。 。 , 一 、, , , 一 ‘

。

一
。 , 。“ , 宁 , 宁“ , ,

这表明
,

在同一种介质中
,

加载波形和卸载波形有一定关系
,

而不是独立的 衰减指数 也

仅取决于一个波形参数

式的参数方程都是多维参数空间中的曲面
,

而且独立参数达五个之多
,

情况是

比较复杂的 以比较简单的衰减指数 为例
,

其具体形式为包含三个独立参数的二次方

程
。

‘十

矗
‘ 一 · ‘

悬卜
。 小

一 ·

悬
一 ,

卜
,

悬
一 “ 」
一

因此
,

它在一个临界曲面 , , , ,

上取单值 在曲面一方则可取二个不同的

值 但临界曲面本身
,

又是一个三维空间的曲面 应该指出
,

多值性的困难是由于在运动

中剪力和静水压 , 合而造成的
,

在静水压力波中
,

则仅有简单的关系 ‘一 ‘ 警
山
·

为了简便地得到一些实际可供参考的结果
,

下面在一些参数的确定范围中
,

做些讨论

和估计
先讨论约束方程 和参数 的意义和范围 剪应力和静水压力的祸合有两个方

面 一是在破坏准则中
,

通过参数 联系的 了。 一 二是在无量纲运动方

程中
,

通过参量 联系的
,

如 所示

当 时
,

表明 不受 梦的影响而恒等于零 也就是剪应力对运动方程没有贡

献
,

整个间题只是流体压力波 有两种情况可使
,

纷 这意味着从物性上 ‘ 和 尸无关
,

无论加
、

卸载
,

只允许 了恒为常数

的情况存在 于是在运动中二者也无关
,

这与上面讨论的物理意义是连贯的 此时流体

压力波的衰减指数不等于
,

这是和流体强爆炸的自模拟解可以相容的
,

铸 。 即衰减指数是 这表明从模型上 ‘ 和 尸仍有关时
,

从运动方程的

角度看
,

剪力却似乎与静水压力解祸
,

不再对流体压力波发生影响 这时流体压力波的衰

减指数必为
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下面讨论祸合参数 的定义域和变化趋势 的定义域取决于 和 的定义域 因

为弹性波
,

所以 成 根据第一节的模型
,

的最大范围为 。

一口一,创

人︸工

记 吕二二二

—
,
则 ” · ·

在定义域两端 ‘一 ‘
,

一

六
‘

一
中间

,

简单计算得到

万
,

十 、
, , , 、 ,

气 十 一 了一一气丁 妙 一
‘ 少

一

上式表明
,

同一种介质当 不变时随着运动藕合程度的增加
,

衰减指数亦增加

应注意到曲线 并不总是连续的 在
一 万

二
处

, 士 于

是有两种情况

,

即
, 一 是一条连续的单调增加的曲线

,

即
· ’, ,

号 分两段
,

每段分别是单调增的 但因

。 ,

故 见图

当 时
, 士 ,

这表示仅有剪力
,

而静水压不再起作用
,

这在物理上是不
合理的 故 的范围应受 和 二个条件的约束 总是一条连续的曲

线

总而言之
,

在 时
,

在上述条件的范

围内恒有
斗

而在 的范围内
,

恒有
斗

这样可将参数范围综合为

宁 “

。, 。,

。
“ 。 ‘

·

口二

元元元越迷迷
成成成七三二二一二, 一一

了了了
口口口

一一一

图

根据 再讨论约束方程 分别考虑加载和卸载

加载时 口
,

其可能出现的条件为

‘
·

‘一 ’ ’‘ ‘ 不
, 一 一

。一

根据 乏 又可细分为四种可能
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其中 , 一 牛廷
, ,

它在 ,乏 区间是完全不同的二段 如图 所示
才一 乙

并根据 式
,

所以有

时时

所以
一。是不能成立的 后三种情形分别相当于图中的

, ,

三个区 并可将可能条

件改写为

区
, , , 。 , 一 ,

区
, , 一材 , , , ,

区
, , 一 , , ,

材 ,

对于 “ 而言
,

分别处于
, ,

状况的必要和充分条件则是

必要条件 充分条件

区 一

区 ,

】 , ,

区 , , 不存在

同样的推理用于卸载
。 ,

可导出 “
。 , 。

应满足的条件以及
。

应满足的必要

和充分条件

必要条件 充分条件

区
。 。

一
。 。。 一 。。

区 一
。 , 。。 一

。 。 。 了

区 一
。

】 , 】
。

一
。 , 。

】

先讨论 ‘ 区 见图 图中的阴影区是处于 区的必要条件 这里已使用了 。

豹定义域条件
,

下面对
、

区的讨论也还要使用这个定义域条件 图中的点划线 因此

爹爹爹翼翼
一 ⋯⋯

父父父众心沐交交

扮扮扮
图 区 图 区 图 夕才区
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户 一

,

一
一 一

月

一 一
一一

口 口 口

处于“区至少应使 , , , , ,

代入 , 的定义
,

得 ‘ 音
·

再考虑至“‘
,

所以要求

‘

音
,

由此求得 宁 誓
·

总之 接近 ‘时
,

才有 ‘一普 越刁
、, ‘亦越刁、

,

直

到
, , 。 故而对这个区是实际兴趣不太大的

下面讨论 和 区 相应的必要和充分条件分别用阴影和格影表示 若要满足 区

的充分条件
,

至少对 。
,

应使 , ,

同样推理导出 , 粤
,

“ 几 二二
。

吕

从图
、 、

上可看到以下几点结果

的可能区间是 , 一
。

一
, 一 斗

二石 人 二一 , 且 较大
,

则现象可能出现于 区

若 姿 ,

则只可能有 的衰减
,

或者说 必不出现

若 一
。 ,

不可能在 区
,

此时除非 相当小
,

否则

若 , , 。 ,

则 可能大于或小于 区或 区

若 , 一
, , “ 。 对 和 区条件都是充分的

,

也就是说
,

值必是

双重的
,

即 , 和 , 李

二 最大衰减指数

当 口 ” 士 时
,

方程 有近似解

、少夕、少‘亡了、
︸

了、、
‘ 不 一 一 十 一夕

艺

十 “ 十 友
十 左

口

式中

左一 一
, 入

左
十 食

友
十 左

一少若 探
,

毗 仅恒大于零
,

则有
,

同时

业 一 二望土
一

丛
口 左

于是 典 一

见图 由于 必须恒大于零
,

所以在加载区 口 只有一

个解
,

而且在 一 时为极大
二

瑞 因此在一定的介质参数 。 , 和 , 下
,

当波

前沿上升时间趋于零时
,

便达到此介质中的最大可能的衰减指数 二 见图 的 它给出

了一种介质中最小的应力峰值 这个值也可以方便地由公式 和 令 , 一 一内

而得到

在卸载区
,

有二个解 和
,

均大于零 但 恒大于 编
,

所以只有

石是可能解 这表明倘若渐近解在 的有限值仍近似有效
,

那么波的前沿总比后沿要陡

峻得多

再讨论一下参数变化的范围
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一一
一

准
飞 卫

一
久 目 一

加 印

哟图
一

认

‘于‘矛众介
‘

若 , ,

则
二 ,

这就是 区

左, 一

士
“

可以看出 毛

召

变化是有限制的
,

即

否则
,

这在物理上不合理

若 一 , ,

则
二

这是 区的一部份
,

夜变化亦有限制
,

即

毛 一 上上竺
,

口

否则
二

若 “ , 一
,

则
二

这是 区的另一部份
,

及, 变化亦有限制
,

即

及‘ 」二 玉
,

“ ,

否则
二 曰 。

, 。 二 , ,

一 浪, , ,

夕七 幼 门
、曰 气 苏乙

了

七乡夕 违是 洲、 一
, 、

—
气、 ‘

十

最后应指出
,

由于 左, 恒大于零
,

假设 , 一
,

则 聋 由 ,参。来决定
, 一 卜俘丫

,

故该条件化为 翻 。 从物理上讲
,

就是当峰值的传播速度
、‘ ‘

由定义

。大于
,

等于或小于加载体积波速时
,

应力波峰值的最大衰减系数就大于
、

等于或小于

三 前驱

的一个必要条件为 。 , ,

这意味 那么在加载部分波的前驱情况如

何
,

应予讨论 根据定义 是静水压体波的加载波速度 但实际问题是有剪力的
,

所以要

回到原始方程
,

讨论其加载弱间断的传播 根据弱间断的理论求得

—
‘ 一

这就是加载前驱波的速度 峰值传播速度

,二下 , 不一
, 一

应小于它

代人 , 定义
,

得 内 一 下
闷

乳 , 这也应该是波形控制的另一一一一一
勺
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一个条件
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