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轴对称磁力线管的静力学平衡
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中国科学院力学研究所

摘 要

轴对称磁力线管具有细长体的位形 在球坐标中
,

将严格的非线性方程组对极

角坐标展开
,

可得到静力学平衡位形边值问题的级数解 利用这些解
,

讨论 了太阳磁

力线管的特性 结果表明
,

沿磁力线管横向的温度不均匀性
,

可使磁力线管内的磁场

强度增强 磁力线管在光球层底部有收缩的趋势
,

并向两边扩散 以及磁力线在磁面

上有扭转的特征 由于磁力线管的下层是有力场
,

而上层是无力场
,

下层磁力线扭转

增强时
,

可使上层无力场横向磁场分量增强
,

从而提供太阳耀斑所需的能量 最后
,

还具体地讨论 了某些典型的通量管模型

一
、

前 言

最近的观测表明
,

太阳磁场的基本结构是孤立而离散的磁通量管
,

每个磁力线管的半径仅

一 公里
,

平均磁场强度约 一 高斯 磁力线管从对流区浮出
,

经过光球而延伸

到色球层和 日冕
,

表现为复杂的特征位形 研究这些磁力线管的平衡位形
,

以及热力学状态

对磁场位形的影响
,

对于理解太阳磁场和活动区的动力学过程都是十分重要的 可参看文献

太阳活动区磁场经常处理为无力场〔 , ,

这种假设只是在色球和 日冕低层才近似成立 在

对流区和光球层中
,

压力梯度和重力项是重要的
,

必须讨论一般的磁流体静力学平衡关系 另

外
,

宁静 日洱也可以看成是一个磁力线管〔 , ,

研究等离子体参数与磁场的平衡关系也是很重要

的 本文一般地讨论轴对称磁力线管的静力学平衡关系
,

其中等离子体的温度场可以是二维

不均匀的

如果磁通量管沿截面是均匀的
,

就可得到 位 和 的解〔〕 将这

种一维解推广到二维的情况 , ,

但在数学处理上不严格 因此
,

在柱坐标下展开磁流

体静力学方程
,

得到一类特定的渐近解 最近
,

利用磁面函数一般地讨论了二维有力

场的性质
,

又重新研究了 地
一

黑子模型的平衡位形
,

并得到了

的特解为其特例 〔吕, 灯 另一方面
, , 一

和吴式灿利用分离变量法
,

求出

了非线性方程的一类特解
,

并具体地讨论了一些黑子位形

磁流体静力学求解的困难在于
,

微分方程组是非线性的 如果还给定具体的边值或初值
,

问题就更为复杂 此外
,

应用到具体问题时
,

磁力线管中的热力学参数
,

随高度有急剧变化
,

也
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不易于数值计算 考虑到磁力线管细长体的特性
,

我们可以在球坐标
, 口, 甲 中对小角度

展开
,

由此可得到磁流体静力学方程的一般的二维解 这种展开解的形式简洁
,

便于应用来

讨论各种问题

二
、

基本方程组及其解法

磁流体静力学平衡的方程组
,

包括动量守恒关系
、

磁场无源方程
、

状态方程 在球坐标系

中
,

轴对称问题的基本方程组可表示为

叫鲁
一

黔
一 ,

肇
一 二 ·

冷 毕小
,

缨
一

器
一
磊黑挤旦一 二

器
,

旦竺
望

口

。 口 。 呈 口

王 口 己乡

呈 日, 沼

一百厂 飞石石一币百

炙

、

其中
, , 。 , , 为磁感应强度

, , 户和 为等离子体的密度
、

压力和温度
,

男
,

为气体常数

和引力常数 在这里没有考虑能量方程
,

温度 , ,

的 是给定的
,

它可以由观测给出 引进无

量纲参数

水占
一 —

,

一
犷

“产
。 。 尹。

若斗、

二
,

广 一 二
,

。

厌
吞一 如八侧

一 瓦
,

夕
’

其中下标“ ”标志相应的典型值 略去标志无量纲量的上标“ ” ,

就得到无量纲方程组

。 口
,

口 。

、 。 口 。

力 门

—
一

—
一 廿 ,

—口 丫 口

口 。 口
,

,

一 不万一 一 一只下 】
‘

入 口

中

口

口 王 日

口日

,

器
十

俞
·

一 吞

需
,

旦叁旦望 十

口

。 口 , 里 日

呈 乡 口乡

工 口
,

口 呈 日
, 不

一

一 云 于万 十 一了一下
一

不二 一 一
找 口式 口

由于磁通量管一般是细长体
,

将球坐标原点取在太阳对流区下的某处
,

磁通量管内部的

角都很小 因此
,

可以将二维参数对 展开

一 艺 , 一 ,日切 , 。 一 艺
。 ,日阴 ,

一 艺 了‘柳 ,。用 ,

一 艺
, · , 阴 ,
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将 代人基本方程组 一
,

注意到关系式

矛丛上生竺一 。
,

一
,

霖或 。 工

二 ,

,

一一伪
口口

立尸
一“ 一

愈器
“ 阴 ,

就可得到各阶 渺 的常微分方程组

零阶关系为

立竺

罗, ,

沪
户〔。 了

由
,

式可得到压力分布为

。一 卜
。。

一 卜 赤
‘“ ,

其中边值 风毋 一 产 一
,

也就是
,

处的压力值 得到这个关系是很 自然的 零阶

关系相当于对称轴 一 。时的关系
,

对称轴应该是一根磁力线
,

而沿磁力线的压力梯度与重力

平衡 在零阶方程中
,

是任意的 由特定类型的 鲜 分布
,

就可以求出更高阶的量

一阶方程组可以导出

兮
, 一 夕尺 星左生 二 。。, ,

一 李刀 ‘,

贷一 一

夕 ‘ ,

。

尺 尺 ’

习

户 了 士 月一

将 和 式代入 夕 式
,

就得到 夕“ , 的方程

即 二 。 一工一
‘

经星退塑、 〕 介

对生型
石天

’

又万厅而 ,

’
“ “

牙 创。

注意到关系式
,

可求出上式的解为
占

·

尺 丫丽
‘。, ,

一

一 斌面砚,万 , 〔·

其中 产‘, 户“ , 将 式代人 式
,

就得到 , , 为

李‘, 尺 一
尺户

‘ ,

了刀 “ , 尺

‘,

“

止犯一黑‘ 双 丫刀 。, 、。,‘

而 式给出了 贷的关系 对于一维的情况
,

相当于
,

这时有 尸
,

一

零的 驴正表现了磁场位形的二维特征 在积分 式时
,

我们取 ‘ 一

同样地
,

二阶方程组表示为

夕

塑
十 兰 。

、一 。罗 。

一兰毕望卜 。罗 荟‘, 一 梦塑里望
,

‘ 、 尸 “ 尸 了 一 “

又一 一
“ 一 ‘ 一 ‘

常数 非

牛
。, 李, 一 丑二

。 旨,

李
‘ , 一 梦 刀 , 〕,
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、。。三困醚 召纷, 刀兮 ,

万’

‘

户劝 。 了 了 。 ,

将
、

一 式的磁场分量代人 式
,

可得 卿 的方程
‘户

其中的非齐次项 又 为

占 公、
厂 、 , 、

十 戈顶丁不 十 百云莎夕“
、一‘

一 “八 找夕’

占 。

器
十

叮兴
一

咒习
贷
尸

梦 一 万‘ 罗, 李, , 一 梦, 星丝史上咫

、粗之」

利用关系 式
,

就可以得到 对 的解为

, ” 一 。 。 ,‘。, 。。” 毕典‘ , 、毋

对 式积分
,

并考虑到关系 式
,

则有

梦, 劣
,

其中 黔 黔 由 和 式解出
。二 、 , 。 、 浮 厅尺 , 夕‘。 尺 门 、 占 , , 。

。白
‘

、找 夕一 二二万 万三 、一万二士二二之二之
一‘

个 、 一
飞 , 二 二下蔽 代

。

”找 以尺 ‘

丫
“ ’

丫刀 毋
’” “ ’

利用 和 式就完全确定了源项 又 ,

进而可求出 式 由 和

式可求出 瞬 为
‘ , 、 , 、

万户刁 又代 少 一
紧, 公 一 上‘〕

十

一
护

二 尺 , ‘ 「
, 。、

飞乞
‘ ’ ,

澎

, 妒〕户 ,

, ,
·

三阶方程组可以表示为

。紧 一 卫旦旦星、 。、 夕一 里丑旦望、 二 紧 一 。梦 理到墅 。彗
一

尺
一

翁

一 夕

豁 骨
。〔

。

丝丝 一 二、 。李 塑业 一 , 、一 。二。圣 一 梦 弩

, 、 ,

了 牛山 李
‘ , 一 夕戈夕

““ 一 了 户
、‘ ,

李。
弩

李‘ 紧, 若 犷, 召梦
,

李。
岁 一 了 岁 一 ,

一 户 〕 户 〕

一户

将 和 式代人 式
,

则导出 卿 的方程为
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即‘ 咨 李,、
、。 一

一丁二一 一 、一二二二不 一 丁二不二忑 只二一一 犷 一以人 入
‘ ” 艺入

‘

万户
“ , 口入

,

其中

驴
李

户

占

丁
。器 叫器

一

黝习
、

,

、月

和 一 ‘ 一孙蔽 十 又两月了十
紧,

夕 李
「李,

召到瞪 一 。 。 〕

一 , 紧

小六
“ ”紧 ”“ ”兮 含

李 ”‘ 一 ”容

嘿
一 ”岁

臀
一 ”黔

韶
由 式即求出 , ,

户‘ ,

其中的边值 库 , 切

一 “ ’ 沪””。‘。 , , 。 尺 尺

, 李。, ‘,夕 ,

由 式得到 护的线性常微分方程为

琴 少〕 。 , 、

二,丫 纷
。

公 肾
一 一丁二

—
刀 奋 ,

一 一一二于丁 代尸

—
州尸 乙 一 一一二一

, 李夕 弄少

,

其解为

二
,

, 。 盆少 犷, 李
‘

一万 石 ,

刀梦, 天 。 尺 , 刀 。, , 左 】召黔一
’‘

一‘二 , , 点下典些一 ‘尺
丁 一 ’ “

又 李
, 艺 」

其中 兮, ,

梦, , , , 分别由
,

和 式给出 而 由 式得到

犷’ , 一含犷 少 夕
十

— —由 式就求出 耳 ,

一
‘ ” ” 一 、

上 二

十

的解为

丝丑旦星十 , , 肾
, 。‘ ,

八
, 一一下二 毛

—
一 万尸 一

丑吞毋
罗 犷

毋

, 、

‘卜 — 万 二 ,

蒜
一 。 斌丽叫护 十 些黛典不

,

丈百洲夕刀争
又

叼

如此类推
,

可以导出更高阶的方程组和解 这些解中只包含简单的微分和积分运算
,

以及

一 处各相应参数的边值 这样
,

我们就形式地求出了初值问题的级数展开解 利用这些

解
,

可以讨论磁力线管的一般特征

三
、

太阳磁力线管的一般特征

温度不均匀性的影响

在磁力线管的内外
,

总压平衡
,

即

十 丁一 , ,

石叮

产
。

为管外的气体压力 由内外的压差 久 一 就确定了磁场的强度 由光球层的观测值 八一
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定 出的磁场不超过 高斯
,

因此需寻求放大磁场的机制川

的温度差可使磁场增强 不失一般性
,

将温度场表示为

丁 尺
,

日 , 尺 十 日 日

其中的函数
、 与 代 的关系为

曾指出
,

磁力线管内外

久
‘,

’
少

将 式代人
, ,

等式
,

就得到压力的展开表达式为
,

一 。 。 一 。 “ 二兴熟 、 斌砰 。, 。 “ 鱼
粤磐

。

“ ‘ 找
一

又 夕 、 “ ’

丫 李
“

息
一 。 · , · 。“

￡

瑟瑟参」
“‘

对于太阳表面的磁力线管
,

压力随 的增加而增大 一般地有 讨 , ,

但
,

因而
‘, 这样

,

式给出

畔 、

卜 一吞一

黑
。 一 。 “ 二黑 、沪十 “ 一

粤蟀二 。

叮 “‘ 式‘ ‘即 “ ’ ,丫 尸,

磁能密度可以表示为
。 。 、, , , 、 , 、。

,

。 。 、, 。门 、, 。门 、, 。 , 。。 。‘。、、 八 ,

兰 一 立 「 沪 岁〕 上珍 二〕 犷 梦 尹 甲姆 ⋯
,

二 二

其中 项的系数为负 这表明
,

当温度横过磁力线管不均匀时
,

磁能分布也有显著的不均匀

性 温度均匀时
,

磁能的不均匀性是高阶量

对于线性问题
,

压力的不均匀性为

嘿契导。一 、 丫丽 。。。 。 “

丛毕婴
,

、

刃气代夕 “ ‘

丫 委田
“

而磁能的不均匀性可以表示为

兰翼 。

一 邺婴、邺、
,

洲
‘

八 君叨

从太阳对流区向外
,

和 都向外迅速减少 产 从光球层底部到过渡区大约减少五个量

级
,

而 卿却只有一
、

两个量级 因此
,

在光球或光球以下的区域中
,

由于温度的不均匀性产生

的压力和磁压的不均匀性都很大 而在光球层以上
,

磁压的不均匀性迅速减弱
,

比压力的不均

匀性小得多 所以
,

温度不均匀性产生的磁压增强
,

主要出现在太阳大气低层

再讨论温度没有横向梯度的情况 这时
,

。 ,

一
, , , ·

⋯
如果 处的初始压力也均匀

,

则

户吕
‘ 一

, , , , ·

⋯
由 和 式得出

产‘, , 天 , 刀乒
‘, 天 一

在 式中
,

磁场变化引起的源项不为零
,

即
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一 土 丝鱼竺丝 一 。黔丝醚
夕 华 」

一臀工 卯
·

异【“ ‘’ ”, ’
·

相应地得到 广 , 的分布为

户 , , 尺 一 工互羚
夕

, 帅户‘

伪 尺
尺 召卿 澎尺

上式表明
,

若初始磁力线管不扭转
,

即
,

则 广 一 否则
,

当 赚
。, 衰减得比

双 十 更快时
,

广 , 为正
,

反之为负 相应地
,

磁压变化为

〔 至 口 二

—
十 一 、

— —
“ 叮 对 ,

一 型巡
, 卿

‘

、 “的 , ,。 一 二· , 〔伪

·

券」
。 “ ,

·

及 天 天 卿

所以
,

当温度场横向均匀时
,

磁压和热力学压力也可以不均匀
,

这种不均匀表现为 少 项 当

耳。 衰减较快时
,

磁压会增大

根据上述分析
,

温度分布对磁压的影响如图 所示
, 乡一 。 为磁力线管的边界

压力 压力

⋯
聂

丑

毛

凡 几

图 温度分布对磁压的影响
“ , , “ ,

今

磁面的位形特征

磁力线的方程为

里困一 丑里旦 旦应些丝
,

在轴对称问题中
,

子午面上每一根磁力线绕对称轴转成一个磁面
,

磁面的方程可表示为

刀紧 分,口,

⋯
二 圣, 日 二, 日 ⋯

一
一一

口一一



将 式对 展开
,

就得到渐近方程

日 肾 。 分 督 三、。 ,

—一 —一万二 日 — 一去 一
,

一二二二广 口尸 十 —洲 洲
不

紧, 李‘,刀兮,

二。 弃,

影 纂
一

影、少
·

⋯

这是一个复杂的非线性方程
,

一般难于求解 如果只考虑到 少 项
,

略去高阶项
,

将整个方程除

以 “ ,

就得至“舍的线性方程为

轰合 责贯合 一 生 翼 一

召牛,

琴, 乍‘

李。

由此得到
,

—
。‘ ,

分 三‘

二 斌 卜〕、丁 一 气口 互 一 而一 一一甲下二共 一 ,

口
一 ‘

、 ‘ 万厂
’ “ 天 , 二毋

’

或者表示为

口

丫丽
卜叫

” 一 互
锣 下半轰

’

人 艺

咬 牛, ,

夕

近似地有

韶 俞箭
‘

叮 畔 一 旦分, 刀二‘,

李
分嘿只

艺

又 召黔
, ,

口

式表明
,

磁面的基本位形可表示为

。一 。。 尺了刀李。 尺
’

当 。卿衰减得比 去更快时
,

磁力线随 的增加而发散
,

否则收敛 对于太阳表面的磁力线管
,

一

一
’

一
’ 一

” 一
” 一

‘

一
‘

一

一 一 一 一光球底层

图 磁面位形示意图

光球层以外
,

衰减急剧
,

磁力线是发散的 但在对流区中
,

某种发

电机效应使磁场增强
,

那里的磁力线将随高度而汇聚 整个磁

力线在光球底层收聚
,

向两边散开
,

如图 所示 式中的
。项对磁面位形略有修正

,

基本特征应如图 所示 热力学参

数沿磁力线管均匀时
,

有关系式

李‘
, 刀罗

,

故 式的线性项为零
,

非线性项反应了温度分布不均匀性

对磁面位形的影响

磁力线的扭转效应

在无作用力磁场的情形
,

磁力线都有扭转的趋势 轴对称

情况下
,

磁力线在磁面上缠卷成空间 螺 旋 线‘ , 由 和

式可见
,

如果初始的 留
,

则总是有

梦〕 ,

梦一 。

反之
,

若初始的磁力线缠绕时
,

它延伸 出去也是缠卷的 看来
,
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磁力线管中力线的缠卷特征不仅对无力场存在
,

在有力场时也仍然存在

由于我们这里是对几何坐标 。展开
,

而不具体要求 夕值的大小 可以用这个解来讨论有力

场和无力场区域的交接情况 不少耀斑理论认为
,

由于光球层根部磁场的扭转
,

逐渐在色球和

日冕中使横向磁场分量增加而储存能量 解 式表明
,

如果对流区磁场扭转
,

劣钾
,

将

使光球层的磁场扭转
,

扭转场的大小将随 耳伪 的增减而增减 在光球层以五
,

卿

衰减不会很大
,

所以扭转程度与初始的情况不会差别太大 光球层以上
,

扭转程度会减弱 对

于不同的初始扭转程度 劣
,

上层的扭转程度也不 同 当对流区中磁力线逐渐增强扭转时
,

确

实可以使上层大气中的横场分量增加
,

从而储存磁能 将这里的分析与无力场的分析结合起

来
,

可以解释太阳耀斑的储能过程 当然
,

更细致的讨论还应该分析磁力线管的动力学过程

粗略地由 式估计
,

纵场磁能与横场磁能之比为

尝
二

箫
‘ 二 “ ,

’ ’“’·

如果 劣不小
,

则上述比值达到 即足以供应一次耀斑所需的能量

还应该指出
,

这里讨论的渐近展开解是一种局部解
,

在具体运用时要注意其有效区域 太

阳大气中参数 极为剧烈
·

局部的 , 一

州轰值
,

从对流区的大于 ‘ ,

光球层的 接 近 于 ‘,

到外层活动区中远小于 当 口远小于 时
,

局部量之间的平衡关系会发生变化
,

磁力变得越

来越起主要作用 压力梯度与重力平衡的关系只在非常靠近对称轴的小区域中才成立

一类具体的解

讨论下列典型的二维温度场

尺 , 口 尺 ”

伪 ” 乡 处尺 ” ,

乡,

⋯
,

其中的常系数 。 , 和幂指数 , , 昏已知 当 时
,

温度随高度 的增加而增加 。

称轴上温度均匀
, 时

,

通量管截面上等温 再磷一步假设

时
,

对

, 一 一“

。 。时
,

代表衰减场

将上述关系式代人 和 式
,

则分别得到
。、 、

一占
,

又找夕 一

—
一 工 蕊

, ” 餐 一
,

十 八 “ ‘ 去 」

‘一警
卜六

, 一

声 、十 占

街卿一

铸 十
户‘, ,

‘ ‘一 “

一
“ ’一警 一

六
‘

声
〔‘ 一‘·““

,

” 一 叭 十 万
·

由
,

和 夕式分别导出一阶分量为



浦翩即子

护十粤 「 占

一声找 一

一 , 一二
行 十

了 一 一工一

性

占

份 一 自 一 万

竺一
招 ’一作一 , 十警 份 十 铸 棺

李, ,

一夕 晋 。卜一色 一
去、〔, 工 。 。 。 ,

月 代
‘少 ’ ‘

」

刀

十 一
。

公, 望 二呈 一形

梦, “ 劣尺 ’一“

而由 式可以得到

窗, 一 李 众
‘一

声 」卿赞 韵
了、亡吸、

、

十 一 ” 用

一
切

一 一 竺

“ 一 合

力
“ 一

令

一 ‘一 纠不
, ,

、
,

曳
」

或者
。

。卜普 卜击 卜声 价、誓
《

‘

韵
“ 一

令
。 。 十 十 马 一 土、 熟

,

”

, 一 。 十 竺

进一步还可以求出其他的相应分量

对于太阳表面的磁力线管
,

温度的增长速率与磁场的衰减速率相当
,

所以 。 。 同时
,

随高度增力口时横向温度梯度应减少
,

即 。 “ ,

上述表达式中的幂指数 · ’ 一

署
·

所

以
,

当 超过几个标高以后
,

由 和 式可渐近地得到

。 二 一

昭 。‘一 毕二、「, ,

刀 曰卜

占

十 ” 一 一
夕刀

‘ 二 一夕、‘

誉 一旦‘ 、,毛‘ ,

十

飞占

刀
刀 一 一

上面的关系式表明
,

对于象太阳磁通量管中的那种热力学参数的横向不均匀性
,

片
, ,

,

研 在几个标高以后是很大的负值量 因此
,

温度的不均匀性使这种模型中磁场显著地被

放大
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作为一个简单情况
,

如果温度不均匀性是 一维的
,

即所有 ‘ 一 。,

则可求出解为

占

二

一
六、

, , 。
‘一誉。 一 「。 丝竺二卫 。劣

·

击
找

‘

、 吓

占

十
” ⋯

尸‘、恤」

, 一 , 酬 。 一一李芍 一 共石 、。 干一 鱼 二且远二 ,
” 十 入 “ ’

丫 」 仁 斗

夕 ,

— —
、

。

「一 华丝二 , 一
去、

, 。、 一
十 入“ 」

牙 一 早共 一
壳 沪 里沙二卫 。淤

。

击
十 代 “ ‘

拼

夕一

、

「 占 飞
,

入 一

—
二二二 入 口‘

十 ⋯刀 十 人
上 」

。 用 一 , ,

夕 。, 、

刀 一 一二一 八 以 甲 万 脚
‘

艺

「 占 八 粤

一 石耳万 戈
‘ 一 而石月代 ‘

对 当 一 立 。 十

尺 」

。 , 一 。 一。 一
。 一 粤夕 。 “ 。 一 毕二 卜去、

夕 刀 十 找
’ ’ ‘

、 , 。 占 、 飞。 ,

入 ‘ 一 , 一 , 汽
,

, 下一二一 口一

十
’ ’ 。

”甲 ‘一 艺仍

如果进 口 截面的初始压力均匀 严
,

而且没有磁力线的扭转 钳
,

可得到很简单

的基本磁场位形为

二卜击
‘一

声
‘ 。 “”’

,

一 一
一 ,儿

一

—
日 日, ,

件

一 一 。

—
找

‘ ,

州
, , 一

凡
‘少、、

这是无扭转的磁力线管
,

是一种最简单的位形
,

相应的磁能密度较低

这样
,

我们就求出了轴对称的细长磁力线管的位形
,

以及其中的热力学参数 利用这种展

开解
,

讨论了太阳大气中磁场位形的特征
,

以及温度分布的不均匀性对增加磁场强度的影响
。

只要 日角度很小
,

这种方法就是有效的
,

而解的形式都不复杂 当 角不很小时
,

可以对局部

的 口。展开
,

讨论 一 日。附近区域内解的特征 分别讨论不同的特征区域
,

最后就描述 出整个
磁力线管的完整图象
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