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断裂力学中权函数的推广和计算
王 克 仁
中国科学院力学研究所

提要 本文对于裂纹体应力和位移的 川 展开式的各项系数定义了权函 数 这是

加 对于应力强度因子定义的权函数〔
‘’的一个推广 本文证明了这样定义的权函数的一

系列性质
,

并指出了计算权函数的方法

一
、

引 官

在 年首先提出了计算应力强度因子的权函数的概念 对于任意二维

裂纹体
,

可将其外边界 分为
, ,

和 , 。 两部分 在
。

上指定载荷 已 本文中下标
、

取值
、 、

代表
、 、

三个方向
,

而且重复的指标代表求和
,

在 , 。 上指定位移 喊 裂纹面

上不受力
,

不包括在 内
,

裂纹体还可以有体力的作用 这时裂纹体的应力强度因子
。

可以表示为
、一

, 。
尸, ,一“

。 ,了 ,一‘

这里 “
、 、 ,

分别代表张开型
、

滑开型和撕开型三种加载方式 即为

定义的权函数
,

它仅与裂纹体几何形状和指定的边界位移有关

从权函数的定义可以看出
,

通过它可以很方便地计算在任意载荷作用下的应力强度
因子 等山用有限元法计算了若干矩形裂纹体的权函数

,

力学所张晓堤即 也用有限
元法作了计算

,

方法与 。等的稍有不同
,

结果大体相似
,

由此计算的应力强度因子误差

在 ,外 以内

应力强度因子
。

实际上是裂纹体应力和位移的 , 展开式第一项的系数 在

断裂力学试验或对断裂准则的研究中
,

有时对 展开式的其它各项也感兴趣 本

文对于 , 展开式任意项的系数定义了权函数 这些权函数都可以用 展开

式加以表示 我们导得了其系数之间的一系列关系式 通过这些关系式可以得到计算权
函数的一般方法

‘

二
、

二维裂纹体的特征状态

采用图 所示的坐标系 “ 轴与图面相垂直
,

裂纹面在 ”面内
, “ 轴即为裂纹前缘

,

如果裂纹体内的应力和位移均仅为 二
、

的函数
,

与 ‘ 无关
,

则我们称之为二维裂纹体

命 二
、

和 “ 方向的位移为 “
、 , 和 。

,

并引人复变量 ,

一 十 这里 为虚数

了二
,

则二维裂纹体的应力和位移可以表示为

本文于 年 月收到
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价 儿 口二 厅 ,

饰 , 十 甲
‘

‘ 一 。
,

一
, 。 。 , 一 , 二 一

, , 。司‘夕 一 ,初面 了吞万〕
·,

行 , ‘二 , , 一‘ 了吞户
‘ 一 , 。二 心

产 , 拌 二 “ , 一‘ 一 天甲 一 甲
‘

刃一 运飞云
。一‘

料 , 。 。 ,

其中 为泊松比
,

一 , , 产 为剪切模

量 甲 、

价 和 。 是在裂纹面和外边

界围成的区域内定义的解析函数 式

定义的应力和位移已满足弹性力学中的平衡

方程
、

应力应变关系和协调条件 如果再令

其满足裂纹面上不受力的条件
, 则可以得到

二维裂纹体的特征状态
二

‘

根据解析函数的理论田
,

如果裂纹 面 上

无奇点的话
, 甲 、

中 和 。 均可沿着裂

纹面进行解析延拓
,

从而成为在多叶的黎曼

平面上定义的解析函数 多值函数
,

裂纹顶端是分歧点 为了求得分歧点的阶数
,

我们

要考虑裂纹面上的条件 裂纹面上不受力的条件可以写成

甲 甲 ,

价
,

寸
, 一

五 。 ,

一 。
‘

, 呼
, , 一

上式可以改写为

, 峥 十

, 峥 一

甲

甲

, , 一

, 咔

一 币
,

一 子
,

一 币
‘

一 汤
,

岔千
“‘ ‘ 一
怒
“ ’ ‘

。 , 面‘

这里孔 尺下 如果 是解析函数
,

则 双 也是解析函数 命
甲 一 甲

‘

一 俩
, 、

,
,

一二 了

它们都是解析函数
,

而且由 式可知
,

在裂纹面上有
, ‘ 一
漂

, ‘

甲 甲

。 ,

。 ,

, 冲 一

,

。 ’

。 ,

︸︸︸︸
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也就是说
, 甲 和 。

,

沿上下裂纹面延拓出来的函数均为 甲 和
‘ ,

而且是唯一

的 由此可知
, 甲 、

价 和 。 是定义在双叶黎曼平面上的解析函数
,

它们在第二叶

上的值分别记作 甲
、

价 和 。 命

一 ,去

式内可选 片 中的任意一支
,

则不难证明
,

相应的函数 甲 约
、

价 妇 和 。 约 即为单叶的黎

曼平面上的解析函数 它们可以展成 互的幂级数

护

这里 , 不取负值
,

因为不然的话
,

应变能要达到无限大 用 式代人
,

即得

诚 一 艺 么产

。 , 一乞
。

, , ,

。。, 一全
。。 ,‘

容易证明
,

它们在另一叶黎曼平面上的值为

·‘ 一

补
一‘’

”

色
‘ ’ ‘ 一

叠
”” 一‘’

”‘ ”

。 乞
,

一
” ,丁

式和 式代人 式
,

即得
, , , 、 二

廿 。 一

—
一 欢 十 气一 双司

十 —

一合‘〔
‘ 一‘

·

, 一 ‘〔‘一 一‘,
·

, ,
·

这里
。

为实常数

若令
。 ,

其它系数均为零
,

则得到张开型 型 的特征函数

帆 一 户 沁 一兰
一

”

兰

要
‘ 。二 一 ,
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相应的应力和位移记作 价又 ⋯ 刁二⋯等
若令

,

一
,

其它系数均为零
,

则得到滑开型 型 的特征函数

、‘月了少

丁
‘
心‘

甲兴 一 户

必兴 一
万 一 一

,

一

。擎

相应的应力和位移记作 侨沁 ⋯ 二⋯等
若令

。

一
,

其它系数均为零
,

则得到撕开型 型 的特征函数
飞口,

邢一

甲分‘ 一 价 ,

君 , 一含‘〔
‘ 一‘,

·

, 一 ‘〔‘一 一 ‘,
”

相应的应力和位移记作 价井
,

二 ’沁 ⋯等
不难看出

,

当 , 取负值时
,

特征状态的位移要为无限大
,

裂纹体的应变能也为无限大
,

因而并非裂纹体可能的应力状态 当
, 一 时应力为零

,

位移代表裂纹体的刚体平动

在相当普遍的条件下证明 ‘
,

在任意边界条件下 在 , 。 上指定载荷
,

在 , 。上

指定位移 ‘
,

在裂纹面上不受力
,

裂纹体内的应力位移 用 来代表 可以唯一地表示为

一 艺
,

, 二 。
。 、 二

。 ·

二 ‘

邪二

式内
。 、 。

和
。

为实系数 这就是著名的
, 展开式 系数

、

和 与通

常定义的应力强度因子
、

和 工

有如下关系

自州朴州日刊丫
匹抓兰价二话︸︸一

在 式内
, , 的系数取决于边界上指定的位移 如果全部边界均指定载荷

,

则
。、 。和 。不确定

,

可为任意值 不难看出
, , 是不确定的

,

这一项代表裂纹体的刚体

转动

三
、 ,

的定义及性质

在下面的讨论中常常要遇到如下形式的积分 记作
。

, 二 。 一
‘ 扩, ,

, , 了 ,二 ,“

这里 脚 是边界 ‘ 上的单位外法线向量 殉 。 和
“刁

。

的上标 。
、

或

取其任意一个
,

分别代表 型
、

型或 型

没有标出
,

可以
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若 。
、 , 为正整数时

, 。 , , , 、 ‘ 二 、 。 , ,

和 , 。 均为裂纹体允许的应力和位移
,

从而可以应用功的互等定理
,

有
, 。 , , 。 , ,

定理 在
、

为整数的一般情况下有

一 ‘ ,

产

、

型

一 ‘ , ,

产
型

邢月一一功份
占舀
产月‘‘

脚招一移份

式内 气
,

是克罗内克符号

口 , ,

呢

证明 在裂纹体内挖去以裂纹顶端为中心
,

的环状区域内
,

不管 。是正或负
,

心
。 和 。

域应用功的互等定理
,

得

尹 刀

以 为半径的圆形部分 图 在余下

若若

均为允许的应力位移状态 对此环状区

, 二
· , 。 一 , ,

, 一 ,一‘
万

,
。 ,

这里 , 为环状区域的内边界
,

指向圆
』合 因此有

丙
。 “ , , , ,

也即半径为 的圆 外法线

,

价 , ,
二 一 ,一“

一 二
二

「、 ,
。 二 ,

·

一 ,
阴 一 ,

·

, 二 , “ , 。 口

把 型
、

型和 型相应的特征函数代人 式
,

积分之
,

即得 式

四
、

权函数的定义及性质

对于某一裂纹体
,

其外边界 了 分为指定载荷的边界 , 。 和指定位移的边界 , 两部分

若在 , 。 上的载荷为 , ,

在 。 上的位移为 ‘
,

则其内的应力和位移 用 代表 可以表示为

, 一 艺 , ,

才 , 为 型
、

型或 型的特征函数
,

上标可为 。
、 , 或 , ,

故未予标出 , 〔这里 , 可代

表 式内的 , 、 , 或 , 在 , ,

和 , 。 上的权函数 二, 和 评义, 是这样定义的

一 。尸,评 ‘
, 。 · , ‘

下面我们来推导权函数的表达式 命

、

型

斗

型

一万

︺声一、少
︸,
产

、一一一汀
拜一

, 、

︸、别一

、‘、

一一
︸
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则 式可以改写成

月“一直
”从 一 “ 附

,

一 万压二
考虑一特殊的载荷情况

尸, 一尸‘ , 一 竺, 。‘, 一 ,。 ,

一“ ‘, 一 竺 , 一 ,

在 , ,

上

在 。 上

,

这时裂纹体内的应力和位移可以表示为

。圣, 一 艺
一

, , 。‘, 。

, , 一 艺
一 , , , “ ·

在 ‘ 上有
尸‘, 口 , ,

在 句 上有
, ,

对于一般的应力状态 和特殊的应力状态 应用功的互等定理
,

得
, 一 。 , “ , ,

一
, 〕 , , 。 ,,、 ,

, 甘 ,

这样
,

我们有

斗

。 , ·
,

·
, ,“ 一

, 。 ·‘尸 ,” , ,,’
· , ,‘

,

一 , · , 。 ,· ,“ , 一 “ , 一 , ‘

护 口 砂 了『

考虑到 , , 。 , , 从而得
、。 · ,

·
, ,‘
了 一

, 。 · 尸 , , ,,一 ,‘
,

一
,

全
。 ·, , 。· , ,了 一 一‘一 , 一 一 息

“
· “ ,

, · ‘·

一 名 氏改 〔,
。 ,

一 一 , 。

一
馨

·

,

贵
一 “

比较上式和 生 式
,

即得

、、‘月

百刀租

轰

只,

一 。 , , 。 · , 一 竺, ‘ 一 ,

艺
一 , , 。 , ,

一 一 ‘ , 一 时 , , , 一 一 竺, 。‘ , 一 , , 一 艺
一 , , 。 , ‘,

这就是权函数的 展开式

下面讨论权函数的一些性质
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第一
,

根据 式
,

权函数可以用特征函数加以展开
,

从而满足无体力的平衡条件
、

协调条件和应力应变关系 相应于位移
,

熟 相应于内力 在裂纹面上和载荷边

界上
,

抢 为零 在位移边界上 轰, 》为零 根据我们的推导过程
,

展开式 式是唯一

的

第二
,

如果在边界上给定一些特定的载荷
,

可以导得关于权函数的一些关系式 首先

定义下面形式的积分

不难证明

一
。 。 , ,

, 一 ,一‘ 一
, 。 、, ,

· 一 ,二 ,‘

。, 。 一 。
。。 一 , ,

一 一份
斗

若在 , 。 上给定载荷 价户砰 , ,

在 , 。 上给定位移 衅 , ,

左
,

则其解显

然即为 。‘ , 和 “ , , 换言之
,

价 , 一 艺
, ‘, ,

, 一 见 。
, ,

一 , , 灸。艺﹃

应用 式和 仔 式
,

即得

占一, 竺一
,一

由 式

”走

一
”一 含

式代人 式
,

得

一 竺,刀一 , ,

艺
一 , , 。 ,

这是我们推导的第一个关系式

若在 ‘ 上给定载荷 凡 一 竺, 心工 , ,

在 , 。 上给定位移 川 一 竺 价关。
,

则

由第四节的讨论
,

其位移的展开式为

,

艺
一 ,

, , ‘ ,

应用 式和 式
,

得

一 , , , 一 一 竺, 竺, 一 , 一 一 竺,

见
一 , 。 一 , , 。

这是我们推导的第二个关系式

由 式
,

一 竺召一
, 。

一 艺
一 , 二 。。

代人 式
,

得
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一 , , , 一 一 竺, 竺, 一 , 一 , 一 艺 艺
一 , , , 一 ,

, , 。 ,

由于
。。 一 二 ,

从而
一 一 ,

这是我们推导的第三个关系式

应用 式
,

可以把 式改写成

一 , , , 一 竺, 竺,。一 ,
, 一 一 竺,

万
一 , , , 一 , , 。

式和 式均可以用来直接计算 一
, ,,

从而确定权函数

的权函数的计算结果
,

将在另文发表

对于一些结构

五
、

应力和位移对裂纹长度的导数

川 指出
,

在任意载荷下裂纹体内的位移对裂纹长度的一次导数可以用来确定权

函数 下面把这个结果加以推广

假定在‘ 上给定载荷几
,

在 。上给定位移 可
,

这时裂纹体内的应力和位移可以表示为

一 艺
。 ,

,

月

设裂纹的长度为
,

采用图 所示的坐标
,

则有

因为
。

满足裂纹体内的平衡条件
、

协调条件
、

应力应变关系和裂纹面上不受力的条
,

件
,

因此李 也同样满足这些条件
,

从而可以表示为 。 的线性组合 为了确定
” 一一 ‘ 、 ‘

一
’ 一 ” ” 一

’

一 一一
’

一 ”
一 ’

一
’

一
、 一 ’ ’

一
’

一 一
’ 一 ‘ ”“

这个线性组合的系数
,

只要考虑应力和位移的任意一个分量就可以了 经过计算容易证
‘

明
,

对于三种加载形式均有

奇 ,
··

一
‘

合 ,
·

由 式

丝 一 女鱼鱼
‘

, 女 。 旦丝
竺

忿毛 召 一

篇或
。

一罢
一

器闭
。

一

应一 号
· ,
·

一 艺 二
。 ·

从而有

了二
。

‘

一
一 龟 —

。

式内当
, 时有

,

在一般情况下
,

我们有

花

介
一 见 黔

一 七一
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梦一 旦瓮土
一 ‘ 合 黯

式内当 。《 一 互一 时有 梦一

由此可见

‘纵 ,一

从而

姨 ,一

友一音 、
,

立卜音
用归纳法可以证明

鉴 。

由 式和 式可以得到
天

, 、

广 ,

‘ 龟 — —
旦丛 一 厂约
死 竺,

, 乳 一 ,

艺 。
, 民一

卉 了
,

、
龟咨 一 — 】口勺

, 一

六乒

一
刀 一 一

—
, ’

竺,
, 只,一 , 一 艺 。

, 只,一

这里 , 为一系列常数 根据 式
,

我们可以由位移和应力对于裂纹长度的导数得到

展开式奇次项系数的权函数

对于一次导数
,

左
,

式简化为
“ , , , , , , , ,

一 , , , 、

瓦
二

一 一元瓦、‘
,伴“ 十 , ,伴“‘十 乙 ’冲“ ,‘夕

黔
· , 一

么 ” ”, “ 吕,
,

这里
、 , 和 分别为 “ , 或 殉 的

、

和 型 展开式第一项的系数
,

它们

与应力强度因子
、

和 的关系如 式所示 丢
、

吕
、

牙轰‘
、

只, 、 益, 和

另‘则分别为三种载荷形式下 展开式第一项系数的权函数

六
、

体力和裂纹面上的力

在上面的讨论中
,

我们均未考虑体力和裂纹面上受力的情况 由于特征状态是无体

力和裂纹面上不受力的
,

因此在有体力和裂纹面上受力的情况下
,

解的一部分是不能用特

征函数展开的 其应力和位移可以表为

一
,

艺 式才
。

,

满足有体力的平衡条件以及裂纹面上的边界条件 证明
,

如果裂纹面上的

应力可以展成如下幂级数 艺 ,
,

则可以找到这样的
, ,

使其应力和位移均为有限
,

在裂纹顶端附近为 的高阶小量 这样
,

对于图 所示的环状区域
,

若使内径 充分
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小
,

则有
,
上的应力和位移可以分别认为是 叱 和

“‘ 另外我们考虑环状区域
内的如下应力和位移

竺 。 , , 一 ,

艺
一 , 。
。 , 。 一 一 、只一

竺, ‘ 一 ,

艺 一
, , , ,

一 二一

对于上述两个应力状态应用功的互等定理
,

得
、“‘ 一‘, , 。 ”万 轰一‘

了 一 ‘萝 二一‘

击件
、,十 。‘, · , 竺 一 ,一

鑫
“月

, · ￡‘

一
, 。 · , ”一‘

, ,

一 , , 一 ,一 艺
一 , , , 。‘, ,

这里 ,‘是裂纹面 当 时
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