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星系密度波的维持问题以及 机制

的进一步数值研究

徐 建 军
中国科学院力学研究所

摘 要

本文着眼于星系螺旋结构的维持问题
,

采用一种简化的星系模型
,

以数值解方法

研究了密度波的各种有关的动力学特性 结果还进一步证实了作者用渐近分析方法

所得到的 开关特性和共转圈势垒上的隧道效应

一 己 生 ,
、

二
二

六十年代末
,

当星系密度波的局部理论获得很大成功时
,

对密度波的维持

问题提出了疑难 因为由局部色散关系得出 密度波的曳型短波分支的群速度是背离共转

圈
,

分别指向内
、

外 共振圈的 而对 共振作用的分析又表明
,

由于这种共

振作用
,

密度波的波能将转化为粒子运动能量 因此断定 如果密度波得不到某种能量补充

的话
,

这种波动运动经过一定时间之后将会逐渐消失
,

螺旋结构图象亦无法维持 这段时间间

隔大致是 一 年的数量级 的这一著名疑难
,

很大地促进了密度波理论进一步发

展

有的人会想
,

由于星系核不断向外抛射物质
,

星盘内经常出现各种局部的
、

随机的密度涨

落
,

在一个旋转的物质系统中
,

它们总会被曳成一种局部的
、

螺旋形的密度波图象的 有这么

多的扰动运动不断产生
,

怎么还存在什么密度波的维持问题呢

关键在于
,

我们所着眼的螺旋结构
,

是指星系范围内的
,

大尺度的整体图象 上述的随机发

生
、

不断更新的扰动只会产生局部的
、

片断的物质臂 这并不能解释为什么那种整体
、

一致的

图象可能保持为一种准稳状态

问题便回到了如何在一定初值
、

边值条件下
,

求解一种不定常的波动问题 对于这种整体

运动
,

多年来有不少人采用数值计算方法或模拟方法
,

在大型计算机上试图求解 但是这种途

径往往需要作十分繁浩且收敛性难以证明的数值计算 即便是得出一定计算结果也常常只能

给出一种密度波演化过程的描述
,

很难说出贯穿其中
,

而又相互交叉的各种动力学机制 一种

比较简单而有效的研究途径是
,

暂不考虑初始条件
,

只在一定边界条件下求所谓模式解 这种

方法有利于找到分析解
,

而且可以期望
,

任一完全的初
、

边值问题的解可由这些模式解线性迭

加而成
,

或至少含有这些模式解成份 所谓整体模式解理论大致就是沿着这种思路进行的

在 和 的早期工作中
,

业已发现在共转圈附近存在着一种有趣的放

本文 年 月 日收到
,

年 斗月 日收到修改稿
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大机制—
由于这种机制

·

密度波可娜在共转圈附近由基态运动中不断获得能量
,

从

而使振幅不断增加
,

以致足以抵消各种消耗
,

使螺旋结构得以维持

在前段工作中
,

我们研究处理了有限厚三维星系的螺旋结构问题
,

并进而发现了密度波在

共转圈势垒附近的
“

隧道效应 ”以及 机制的某种开关特性 在这些工作中
,

由于着眼于

螺旋图象的维持问题
,

只是侧重于利用一般情况下的量子化条件与一个复型的共转圈参数
。

的关系
,

得出星盘厚度以及其它基态特性对于维持螺旋图象的意义 我们当时并未从具体的星

系摸型出发
,

定量地给出在各种情况下
,

波的振幅分布和图象速度以及增长率的数值大小 为

了对问题取得更完整而定量的了解
,

本文拟继续采用文献
,

中曾讨论过的那种最简单的星

系模型
,

在各种不同的共转圈参数 。 下
,

求出相应的模式解及特征频率的数值结果 这些计算

很好地验证了我们用渐近方法
、

量子化条件所导出的各项结论

二
、

问题的提法与求解步骤

文献 曾指出 一般情况下星系密度波在盘对称面上的传播
,

可归为如下复域内的二阶

常微分方程的特征值间题

方程

才芝 友, , ,

一 “

口
‘

及 又, 吕 。 一 口。 , ,

边条件

当 犷 时
, “少“ 满足辐射条件

,

当 犷 一 时
, “ ‘迅速衰减

这里的波数函数 鹅 , , 。 可由星系的基态确定 其基本特征是 在共转圈
。

附近
,

有两个

紧邻的复单零转向点 而在共转圈内某点 处
,

有另一孤立的单零转向点
,

这种具有三个单零

转向点的波数函数
,

最简单形式是

友
, 。 又, 一 必 , 一

,

价 ‘ 一 。
,

马
‘ 一 , ,

其中
, , 几 》 均为常数 假如我们认为

, 。值为实数 实际上
,

它可能有个很小的虚部 而

又假设在密度波存在的主要范围内
,

星系的迥转曲线 岛
, 可近似地用一条直线代替

,

那么在

对自变量 犷 作平移与相似变换以及其它一些简化后
,

我们 便 可 得 到波 数 函 数 的 简化 形 式

这时由于坐标原点已平移到转向点
‘。 ,

边界条件 式相应地也应改写为如下渐近

形式

当 一 时
, “ 迅速衰减

为求解方便起见
,

先作变换

,

这时方程 可化为如下一阶方程组
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井生 一 一 尔

了 一 或 一 才 。 石‘一

注意
,

由于 兄 》
,

当 一 士 时
,

我们可从 式得到如下渐近解

寿
土 左 一 —

一
才 、搜
心。

。土‘ 石
,

其中取

畏, 一 一 备 , 一 〔。
,
一 全

当
犷
时

,

友

因此
,

为满足边界条件
, ,

我们要求方程 的解满足

当 , 一 时
, ,

且

一 一 ,汤,
一 生 友,

犷

当 犷 时
, ,

且

叹 一 叹丁
芯

左
犷

从数值计算角度考虑
,

可把自变量 犷 变化范围限制在充分大的有限区间 一 , , ‘十 ’ 内

再把以上渐近条件
,

式改写为固定边界条件
,

我们有

当 一 时
,

‘一 , , 。 。 , 斗

当 一 ‘ 时
,

一

—
效

, ,

一 是特征函数 , 的一种归一化条件
,

由此便可唯一地确定积分常数 及初值

利用龙格一库塔法以及在复 , 平面的迭代解法
,

我们便可求出特征函数 以及特征值
。 的数值结果

三
、

量子化条件的结果

应用渐近方法
,

可以在不必给出特征函数的数值结果的情况下
,

直接给 出问 题 的 特 征

值 。 这就是量子化条件 在文献 中
,

我们得到的量子化条件的一般形式是

。一

》
一

动
二 十

都 一 ‘ ,

一

、

下 一 】
, 兀 名

二 气 石 , , 、

一 一

—
一下 一一 又,

·

少

【 丫 二 」
当 式成立时

,

我们有
’

占 户一 占
价一 几 次 东

一

又刃万一 夕 ,

占
, 丢,
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其中
, , , , 一 必 一 备

, , , 苗 十

成 提 二 ,

一
,

一 一 二
、

乙

二
, , 去

。

乙

在这种星系模型中
,

共转圈参数 由下式确定
。 一 生 ‘告

特别是

当 召 时
,

由
,

式解出
‘ 一 丝

,

生、
二 三

斗又

由此
,

对不同的量子数
。 ,

可很容易算出特征值 。 图 中给出了相应结果 其中共转圈半

径 介
。

可表征 。的实部 。 的大小 因为
。

一 一 。 一 。

当 为实数时
,

考虑到 。
, 。 我们曾推出 见文献

,

币 一 艺
, 山

一
·

合
二
十 血二二包

,‘ 一 百
,

其中

‘。一号
, · 一 ‘

,
, ,

二 、
中 卫 气 个 未 夕,

了下一下二二 卜 了旦鱼、
互 一

一 ’工 一
。

几气刁。
一

人 “
口 一 ” 、 , 代

不过
,

当 时
, ,

式中的积分限 ,
·

要用 ‘ 代替 其意义见文献 〔 的图
,

并

—
渐近解

七 再 苛 数值解

一

叻

凡
, 卜 洲 。 , 。 , 一

数值解 〔

—
凡 渐近解

一 一 】 潇 等

图 。 二 沙 情况的量子化条件

计算结果与验证

图 月
。

因子随参数 的变化
曲线及验证
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且作为近似
,

忽略高阶小量后
,

味
, , 或 心 均取在 的实轴上 由以上可推出

风
田

。

。 ,

、

。

了
‘一‘

更进一步
,

由于 。
、 对参数 的变化不敏感

,

从而参数 对 。 的变化亦不会很敏感
,

因此我们

还可以取
, 。 、

口

、以及

风 犯
。 ,

、

图 给出了这种 风 因子对实参数 的变化曲线

四
、

数值解的结果及讨论

今取
孟 , · , ‘一 , 一 一

, 尺‘ ,

精度要求
·

在不同的共转圈参数 或 下
,

我们作出了问题的数值解
,

计算很好地印证了上述渐近分析的

结果
,

现分述如下

机制与量子数 , 的关系 我们取 。 ,

对不同的量子数 ”求解
,

表 中

列举了相应的特征值结果 情况表明 星系密度波传播方程
,

的确存在具有离散谱的增

长型模式解 当量子数 , 不断增加时
,

增长率 。 , 不断减小
,

而且共转圈位置 ‘
。

随之外移 在

图 中画出了相应特征函数曲线 值得注意的是 量子数 一 。的模式增长最快
,

而且共转

圈最靠近中心

表

川州川月月月止⋯二⋯二喇学训止翌兰卜兰 半兰⋯二竺
一

卜兰兰 ⋯止竺二卜二二呈兰
吵卜

一

箕牛 竺生逻骂
一

竺 漏兰

———,

照仁
、

一甘
·

梦了 一
·

一
·

一
·

一
·

, 一 。
·

一
·

一“
·

竺竺三一异牛卜一竺全一二军牛卜二三匕卜兰二卫一卜二二生 一上兰二一生卫一
印大

‘

一甘
·

艺梦笋 代
·

, 斗 一
·

一 ”
·

一
·

数值 卜
‘ , 一 , 一 一 一

增长模式个数的考核 对于确定的参数 及量子数
,

能找出几个满足辐射边条件的

模式 这是个有重要意义的问题
,

因为由量子化条件
,

我们可以解出一个以上的特征频率值

比如当 时
,

由公式 可得出 个彼此不同的解 在表 中
,

我们列出了 。 , 。

时的数值结果 当然
,

由于要
。

气
,

我们可以排除
, ,

两个解 但是
,

,

三个解是否都能成立呢 数值解的结果表明
。 的大增长率模式不能满足外行波条

件 。 的大衰减率模式虽能满足外行波条件
,

但是当 时
,

波的振幅不断增加
,

因此

还是不能满足 迁 意义下的辐射条件 因此唯有 。 解有物理意义 这就是我们
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斗 ,

, 一

。 ,

田 , , 一 一

‘。

。 , 一 一

图 特征函数随 的变化

‘

。 ,
· , 一

·

一

上面列举的那种小增长率的模式解 不过直接从方程
,

我们也可断定 当 孟、 时
,

、
功 、— 】几

因此那种大虚部的解也是应当排除的

内边界条件的影响研究 外辐射边条件的作用十分显著
,

这在前面已见一斑了 内边

界条件影响大小如何呢 我们上面用的是衰减型内边界条件
,

它描述着波不能渗人星系的中

心区域 有的作者采用了另一种边条件

当 ” 时
,

、
同样也得到增长型模式 那末会问 这两种边条件所得出的解差别有多大 我们以 一

,

, 一 为例
,

分别采用这两种条件进行计算
,

结果发现 两种内边界条件得出的特征值十分接

近
,

而特征函数的波形也只略有差别 参看图 具休数值如下 在边条件 式下
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。 , 切左 , 田 一

在边条件 式下
,
·

。 , 田 , 仍 一

甚至我们以内边界条件 一 , , ‘ 进行计算
,

结果也没有多大差别

表

。

‘

田

功

一

一一二一一一二匕一
一 一 ”

·

’ 斗

·

,

一
·

, 一 。
·

共转圈势垒与势谷特性的考察
” ,

一
,

一
, , , ,

我们取参数 为实数验证渐近分析曾导出的结果 取

得出的特征值已列于表 和图 中标出 由此看出

勿 仍 。 , 。 , 月
。。

一一 一 一 一 , 一

一

一一 一 一 一 , 一

一

一一

,

一

一 斗夕 一 , 一 一

一

一 “ ’ 一 , 一 一

一

数值解得出的增长率比值
, 、 与量子化条件算出的 风 因子的近似值十分符合 在图

中我们画出了对应于 。 一 土 的特征函数曲线
,

图中的波形证实了我们在文献【 中所作

的关于共转圈“势垒 ”
, “势谷刀特性的描述 的确

,

当 时
,

在共转圈附近存在一
“

势垒 ”
,

波

在势垒中有着隧道效应
,

因而可以由共转圈内向外渗透
。 值越大

,

势垒越高
,

这种渗透越难
,

模式增长率亦越小 当 “ 时
,

情况则完全不同 共转圈区域表现为一种
“
势谷 ”

,

密度波很

容易越过这一区域
,

由内向外发射

, 机制的开关特性 我们考察当参数 或 。 取一般复数时解的特性 将参数

表为 引 在文献 〔 中
,

我们曾固定 引
,

而将相角 从 。一
,

从量子化条件的研

究推出 模式增长率将出现以 劝 为周期的起伏变化 我们当时把这种现象称为 机

制的开关特性 这个结论定性上是对的 不过
,

那时我们对量子化条件的计算过于粗略 所

得 。
, 对 。的变化曲线形状不够精确 这里我们重新对一般情况下的量子化条件作了更精确

的计算
,

并且与数值解的结果进行了对照
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一 , 。 , 。 ,

。 , 一 一

一 】
, 二 ‘一 , ,

—
, , 一 , 一

。 , 一 一

图 参数 取实数时
, 特征函数的波型

仁律摆
一“ 才大

燕

粼研
‘

,‘,

一一一

图 机制的开关特性的验证
苏

—
火数值解 。 , 二

一渐近解 一 。,

—渐近解 引
, 。 二

设 引
,

、 二 相应数值结果表示如图 其中实曲线是量子化条件给出

的
,

而叉点是数值解的结果 由图 看出

当参数 的位相 日增加时
,

模式增长率的确出现了以 劝 为周期的巨大起伏变化

当 日取 劝 附近 区间 的值时
,

解的增长率很大 。 。 、

区域 的值时
,

则不存在增长型模式 有
, ,

解变为衰减型

相对地说
,

共转圈半径 , 。 对 的变化不大敏感

当 ”取 音
二 附近

渐近方法得出的结果与数值解结果十分一致 特别应注意 量子化条件 式只

是渐近近似的最低阶项 在这种情况下
,

能达到如此相符程度是令人满意的

当位相 取不同象限值时
,

特征函数的波形有很大变化 在图 中
,

我们给出了 二

。,

导
, 二 ,

导
二 时相应的波形曲线

一 ’ ’ ‘一 ’ ‘一 ’曰 曰 动

一
产

四
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呼

。

‘

二

“ , 一 一 ’。

二‘
, 一

,

,

图 ‘ 参数
仍 “

·

牛

取一般复值时特征函数图形
,

妙

图 星系分类区域示意
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五
、

结 束 语

前面虽然只是对一种十分简化的星系模型作出计算
,

但是所得结果却能给我们勾画出一

般星系模型下密度波的定性特性 着眼于螺旋图象的维持问题
,

由前面计算结果我们可将共转

圈参数 的复平面
,

划分出区域
, ,

不同的星系基态给出不同的参数 。
,

从而分属

于不同的区域 如图 其中 存在大增长率模式
,

螺旋结构容易维持
,

图象清晰 螺

旋图象的
“

禁区 ”
,

不存在增长型模式
,

夕
,

螺旋结构不能维持 存在小增长率的模式

毛 口镇
,

螺旋图象将相对模糊

在通常情况下
,

中心凸起的
,

薄盘星系属于区域 盘厚增大后将属于区域 同时

应当指出 共转圈奇异性可以为参数
。
提供一个较大的虚部

,

因此
,

共转圈共振的作用有可能

使星系属于区域
,

也可能使星系属于区域 关于这个问题我们拟另文讨论
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