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平面应力的弹塑性断裂

模型及其有限元分析
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提要 本文根据文献 对薄钢板试样的实验分析
,

提出一个平面应力的弹塑 性 断 裂模

型—带
状颈缩区模型 将 。模型推广到弹塑性变形场情形 用弹塑性全量理论 和 增

量理论的有限元法
,

分别计算了具有中心裂纹的薄宽板受均匀拉伸情形的裂纹张开位移
、

应

力应变场 结果表明 设计曲线在一定条件下才是安全的
,

本文计算的裂纹张开位移

与一些实验测量结果符合良好

一
、

引 言

在工程中
,

经常遇到带裂纹的薄壁结构
,

对于韧性较好的材料
,

裂纹在起始扩展以

前就有很大的塑性区
,

尤其短裂纹薄板
,

裂纹扩展往往在全面屈服情况下发生
,

这时平

面应变的线弹性断裂理论 已不再适用 因此必须研究解决这类间题的平面应力弹塑性断

裂理论

通过试验观察
,

发现具有较长穿透裂纹的薄板
,

塑性变形集中在裂纹顶

端延伸面方向的一对与板面成
。

角的切变带中
,

形成一个高度大致等于板厚的长条状

的塑性应变集中区
,

即条状屈服区 一 模型就是 应 用 解 法

来讨论的模型 将条状屈服区的高度近似取为零
,

在条状屈服区作用屈服应力
,

以代替

塑性区对弹性区的作用力
,

求解这样的弹性问题
,

利用消除奇性条件得出计算条状屈服

区长度和裂纹顶端张开位移 的公式 用这个模型计算 时
,

就是 计 算 真

实裂纹顶端的张开位移 在低应力破坏时
,

应用 一 模型和 准则所推得的起裂载

荷与大量实验符合很好 但是对于短裂纹的情况
,

裂纹起始扩展通常发生在大范围屈服

甚至全面屈服的情况下
,

塑性区并不限于裂纹延伸面
,

而向着与裂纹线大约成 方 向

发展成两条剪切带 闭
, 一 模型显然不再适用

对于大范围屈服甚至全面屈服情况下高应变区的断裂分析
,

目前主要依靠实验
,

由

实验得出裂纹顶端张开位移
,

标称应变 和裂纹长度 之间的经验公式 图 给出 英

国焊接研究所早期大量宽板实验的结果
,

以及根据实验归纳得出的 盯 设计 曲 线

川 和 经验公式 但是 的实验结果认为 设计曲线不是对任何

裂纹板都能适用
,

并非完全是安全的 文献 认为
,

只有对于不存在任何韧带屈服干扰

的均匀塑性应变区中的小裂纹情况下 关系式才成立

年 月 日收 到
。



固 体 力 学 学 报 年

本文根据 等 对薄钢板试样进行裂纹张开位移 测量的实验分析
,

提出平面应力的一个弹塑性断裂模型
,

也就是带状颈缩区模型
,

结合弹塑性全量理论和

增量理论有限元分析
,

计算了薄宽板中心裂纹的张开位移
,

并与 设计曲线以及

一些实验结果进行比较
,

计算表明 对低应变区进行断裂分析
,

设计 曲 线 是

安全的
,

而在高应变区标称应变随所选择的标称点位置的不同变化很大
,

只是在一定的

即口”。

了 设计曲线

一

一
一 一 曰 一

一 一, 。 站

图 裂纹顶端张开位移 占与标称应变 的无量 纲参数关系 川
、

、

、,
矛几

一
氏外弹性

图 裂纹周 围变形 区 川
、 ,

标称点位置范围内 设计曲线才是安全的 本文计算的裂纹张开位移与已 发 表

的一些实验测量结果 符合良好

二
、

平面应力的一个弹塑性断裂模型

对于平面应力问题
,

等 对薄钢板试样进行了 测量
,

并从试验观察

到对于应变硬化材料
,

裂纹顶端局部应力量达到强度极限后处于颈缩流动状态
,

在裂纹

延伸面上形成一带状颈缩区
,

颈缩区埋在塑性区内
,

塑性区外面是 弹 性 区
,

如图 所

示
,

一般中低强度材料光滑试样的单轴拉伸曲线如图 曲线 所示
,

点是最大 载 荷

点
,

对应于极限强度
,

从 点开始出现颈缩 由于平面应力有 。
。 ,

可以认为一般
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硬化材料满足 加载准则
,

因此上述裂纹延伸面上的带状颈缩区内 几 二 为 简

化起见
,

对颈缩后材料曲线作一近似描述
,

认为颈缩点后应力不变
,

本 文 以 图 曲 线

来代替曲线

由此
,

我们提出一个平面应力的弹塑性断裂模型—带
状颈缩区模型 设想在裂纹

顶端的延伸面上
,

有一狭窄的带状颈缩区
,

作用着极限应力 在带状颈缩区之外是塑

性区
,

而塑性区又被弹性区所包围 假定带状颈缩区很窄
,

其高度可近似取为零 这样
,

带状颈缩区可以看作是真实裂纹的延伸
,

真实裂纹与带状颈缩区一起看作是有效裂纹
,

如图 所示 在有效裂纹顶端
,

应力
、

应变都是连续的
,

有限的 位移在裂纹延伸方向

是连续的
,

而颈缩区上
、

下两侧法向位移是间断的

带状颈缩区模型可 以看作是 模型的推

广 对于理想塑性材料
,

具有较长的中心裂纹宽板

受均匀拉伸的情形下
,

本文的带状颈缩 区 模 型 与

模型是等价的 对于加工硬化材料
,

模型是把带状塑性区之外的区域看作弹性体
,

认为

塑性区只集中在裂纹延伸面的窄带上
,

并以图 曲

线 代替实际的材料曲线 而本文的带状颈缩

区模型
,

允许塑性区是任意的形状
,

也就是说在带

状颈缩区之外是真实的弹塑性体
,

需要用弹塑性理

论进行分析 这里采用实际的材料曲线
,

仅对颈缩

后作近似描述
,

以图 曲线 取代曲线

图 裂纹前缘带状颈 缩区

三
、

平面应力弹塑性断裂模型的全量理论有限元分析

文献 “ ‘ 等对于应力应变关系 。 二召的幂次硬化材料
,

应用塑性全量 理 论
,

结合平面极坐标下的尖裂纹附近二维弹塑性变形场
,

认为裂纹顶端有下式所示的应变奇

性

, 凡

同时
,

裂纹顶端的位移具有以下形式

十 ‘若‘

、

凡 而云
‘ 口

式中 是应变硬化指数
,

茂 称塑性应变强度因子

根据本文提出的平面应力断裂模型
,

在外加拉伸应力 和颈缩区上极限 应 力 。作

用下
,

应要求有效裂纹顶端 处消除奇性
,

即戈 二 由此
,

本文进行如下全量理论的

有限元分析

塑性变形的全量理论假定

平均应变 。
。

与平均应力
。
成正比

,

即

明
。

一一
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应变偏量正比于应力偏量
,

即
、‘产

,
‘

临钻一一队屯
了丈一石︺一,自一,“一

, 一 爪

丐 一
。

认
。 二

尽
一

,

, 乙 一廿

、声
、

、夕、了、、
,声一勺﹄︻了、

了亨、了、了‘、护、、
一一

一一式中

等效应力强度

等效应变强度

设应力列阵

设应变列阵

由式
、

云二侧试 时 一 几
, 十 锡

‘二
普丫

。 。 。卜 。
二 。, 一 。 ·二 一 。, ·

寻
。卜 几

,

几
,

场
了

。 二 。 , 。, ,

物
可得到弹塑性全量理论应力应变关系式

。 〔 〕
。 , 。

弹塑性系数矩阵〔 〕。取决于当时的应力状态

、,厂

一一
︸户

‘

带
竺凡

争 上产风

合
一

福弊
争共产凡

。

产月

·
卫了

刀

令 为结点的位移列阵
,

,

二

为结点的载荷列阵
,

有限元法非线性平衡方程为

〔 〕

〔 〕是刚度矩阵

本文采用三角形单元进行计算
,

由于均匀拉伸的中心裂纹板的对称性
,

的四分之一
,

单元网格自动划分
,

有效裂纹顶端单元尺寸与裂纹长度之比为

仅考虑图形

共分

个单元 个节点
,

用初应力法求解方程
,

计算的具体步骤如下

在裂纹延线上
,

假定一个带状颈缩区长度
,

在 上作用极限应力
,

如图

所示
,

真实裂纹 与颈缩区 一起看作有效裂纹

在某一外加拉伸应力 作用下
,

用初应力法解方程
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以有效裂纹顶端 点作为平面极坐标原点
,

取裂纹线上顶端 附近的若干点
,

计

算这些点在裂纹垂直方向上位移 “
, ,

是否满足 当 、。时 姚 户石了趋向于零
,

即 由式

可知长 趋于零
,

如果这个条件不满足
,

则改变拉伸应 力 。 的 值
,

重 覆计 算 步 骤

一 直到凡 趋于零为止
求出真实裂纹顶端的张开位移 乙

,

中心裂纹中点张开位移 饥
,

不同标距 夕下 的标

称应变和整个应力应变场

改变带状颈缩区长度
,

重覆计算步骤 一

四
、

平面应力弹塑性断裂模型的增量理论有限元分析

塑性变形的增量理论假定 材料在塑性状态是不可压缩的 塑性应变增 量 山 , 的

方向总与应力偏量 几 空间中屈服曲面的法线方向相同
,

即
了。 、 一 口
“ ‘ 办 一 ‘一不千—气子飞

这里 了一鲁
。

二 一 。
乙

引进等效塑性应变增量
、 二 鱼

。 、 、

。‘ 口 电 、以 乙 六 飞 七 六
一 了 一 ,

应变硬化率 亡二

于是可以得到弹塑性增量理论应力应变关系

云

‘

〔 ‘〕
。 , 。

〔 ‘〕
。 , 是增量弹塑性矩阵

〔 ‘〕
。 , 〔 〕

〔二〕需 祭丫
〔

·

〕

王需
〔二 〕瓮王

〔 口是弹性系数矩阵

对平面应力情况

圣 ,

, 一
, 、 , 一 、 。

,

刀
’

“·, “ ,
· 一万歹 “ ’。 。芝

、、、性
口,
咬卜’

。

式中 合
。 “ “ ⋯

一 , 之

一 ,

二十 二

。二 , 二

十 ,

场
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试
、

试是应力偏量

这样
,

就可以根据单元应力状态
,

求出单元刚度矩阵
,

最后求解平衡方程

〔 〕

采用弹塑性增量理论有限元法来分析本文所提出的平面应力断裂模型
,

主要步骤如

下 如图 所示
,

在裂纹延线上
,

如果有一带状颈缩区
,

不妨假设为
,

令颈 缩 区

上单元的边长为 , 、 、

儿
,

板厚为
,

那么在颈缩区 上作用极限应力
,

即 相 当

于节点 月。
、

月
、

月 上的等效节点力
,

由下式给出

‘ ︸,
︻︼一

一一一一一一凡凡凡

叫尸夕乡今凡凡

每给一载荷增量
,

由方程 求 得

节点位移增量
,

采用切线刚度法求解
,

并

求出单元应力增量和单元应力
,

从而求出裂纹

延线上各节点 且。
、 、

⋯的等 效 节点力

当 月。点的等效节点力达到式 给 出 的 九

值时
,

则认为 。点已经满足塑性颈缩 条 件

取消其 夕方向的位移约束
,

这时颈缩区长度认

为是 , ,

再进行下一增量加载
,

直到 月 点

等效节点力达到式 给出的 月 ,

值 再取消

点 方向的位移约束
,

对应的颈缩 区 长 度
,

这样继续加载
,

就可以得到不同的外载

荷下颈缩区的长度
,

同时求出该时真实裂纹顶

端的张开位移
,

标称应变 以及应力应变场

五
、

计算结果与讨论

根据本文提出的带状颈缩区模型
,

对应变硬化 指 数 为
,

屈 服 极 限 几 为
“ ,

极限强度 。为 的幂次硬化材料
,

用全量理论有限元方法 计 算

半宽 为
,

厚
,

中心裂纹半长 为 的均匀拉伸方板

一一一一图 给出裂纹半长 与标距
“ 的比值含为合

、

、 、 、 、

, , , , ,

一
, , 、 、 , , 、 , ‘ 。 , , , , 、‘ , 、 , , ,

一 ,

附怀杯厘父 相裂双坝骊推井仅移 的尤重荆蚕数甘异结呆
, 即 甲 二 下二二寸丁少

‘ 了乙匕夕 “
’

手曲线七 ‘

这 里 。
,

粤
,

计算表明 标称应变随所选择的标称点位置不同而变化很大
,

」二
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当了
灯

盯

时 设计曲线是安全的
,

设计曲线是不安全的

当今较大时匕少名

对于粤 粤的大标距情形
沙 任

图 给出枷长丽嘀译丽
、

愉
百叮遥丽的标 变 ·

移 占。的无量纲参数计算结果
,

并与文献 〔 〕的实验结果进行比较
,

与裂纹中心点张开位

两者 基 本 上 一 致
,

乙
。 、 , 卜 二 ‘

二
、 、

一 一
‘ ,

二
, ,

二
,

甲 。 不二二一丁 的头担但比不又甘异但一服俪局
,

最大漏局 艺 左石
,

‘ “ 夕 “
须说明实验所用

的试件令
口

而计算所取的着约为奋这也就是 小 。的计算值低于实验值的原因
同时

,

本文计算中所取的材料参数与 〔 〕中实验所用的也不尽相同

,
。 二

潇
。

,

一‘
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图 给出外加拉伸应力无量纲参数于与颈缩区长度夕
的无量纲参数石夕

十
的计算结

果 曲线 图 给出于与裂纹顶端张开位移 。的无量纲参数 中
以 夕

的计 算 结 果 曲 线

一

旦一
口

这些结果分别与无限体 模

型解 曲线 及有限体 模型 弹

性有限元解 曲线 进行了比较 由于

模型基于理想塑性材料
,

带状屈

服区以外假定是弹性区
,

因此
,

如图 所

示
,

对同样外加应力
,

所算得的带状屈服

区长度 比本文提出的带状颈缩区 要 长

从图 可以看出
,

当会一
‘时 少 值 偏 差

月“,妇肠甘

。 。

图 ’

只代厂一六一 备 大
,

对无限体 。模型
,

当于一 时一 占 一 , 一

, 夕盆

巾一
,

显然这时 模型不适用
,

而当子 。 时
, 。模 型与本文计

一 丐
一 ’ ‘ “ 一

一 ’

一
’ ·

算结果符合较好

输

。

图 ’

二
。扣

图 给出均匀拉伸中心裂纹板塑性区的分布
,

可以看出塑性区并不限于裂纹 延 伸

面上
,

而正如 〔幻所观察到的
,

塑性区向着与裂纹大约成 方向发展成两条剪 切 带

图 、 图 中曲线 是本文计 算的结果
, 曲线 是无 限体 模型的解

, 曲线

是试件 模型弹性有限元解
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对于带状颈缩区模型
,

本文还用弹塑性增量理论的有限元法对上述同样的试样进行

了计算
,

图 给出标称应变 与裂纹顶端张开位移 的无量纲参数计算结果
,

与 图

卫 工
夕

二 , 吮尸兮 少

一
一一。

一 一一一二’
图

的全量理论计算结果趋势基本上一致

最后
,

本文对文献 〔 〕中给出的两种材料
,

中心裂纹长 为 及
,

厚度

为 ’
,

板宽 的试件在均匀拉伸作用下四种情况
,

采用带状颈缩区模型弹塑性

增量理论的有限元方法进行了计算 表 给出材料特性
,

表 给出相应于 〔 〕中起 裂 时

裂纹中心张开位移 万 , 的名义应力 名 和净截面应力 ‘ 净 的计算值
,

并列出〔〕中实验

值
,

两者符合得很好
,

对试件 和
,

本文计算值与〔 〕中实验值差 别 小 于
,

对试件 和
,

本文计算值与〔 〕中实验值差别小于
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