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自 年安德鲁斯第一次发现 具有临界现象后
,

人们陆续发现很多物理系统具有类似

的临界现象 例如
,

在低于某个特征的临界温度
,

流体分成液体和蒸气 某些液体混合物
,

分成了

不同组分的两个相 铁磁体自发地出现了磁化强度
,

铁电体自发地出现极化强度 液氦变成了超流

体 很多金属变成了超导体 在研究这些临界现象时
,

发现非相似系统具有相似的临界行为 人

们把这种非相似系统临界行为的相似性叫做临界现象的普适性

在七十年代以前
,

已经有不少近似理论对临界现象进行了研究
,

但得到的结果不能定量地描

述临界现象 年
,

威尔逊将量子场论中处理多体问题的重正化群方法用于处理临界现象
,

取

得了突破性的进展 从那时起
,

临界现象的研究就成为一个令人注目的发展方向

一
、

临界现象的普适性

上面提到的相变系统都是一种连续相变系统 指的是二类以上的相变点和一类相变线的结

束点—临界点 在那里
,

发生了一种有序一无序相变 低于临界温度的相是有序相
,

它能用一个

有序参数来表征 在气液临界系统中
,

有序参数为 几 一
,

即液体的密度和临界点密度之差

而在磁系统中
,

有序参数则为自发磁化强度 在临界点
,

有序参数为零 有序参数的特征函数
,

称做响应函数
,

表示系统对外应力的响应 在气液系统中
,

响应函数为等温压缩率
,

在磁系统

中则为磁化率 响应函数在临界点发散
,

表示系统已达到了稳定性的极限 微小的外界影响就

能使系统发生很大的变化
,

因此
,

在临界点附近
,

系统能以低的自由能损耗
,

产生有序参数的大范

围涨落 这种涨落在气液系统中表现为强烈的光散射
,

使气液系统在临界点附近呈现乳白色 在

物理上
,

可以用相关长度来描述 相关长度是粒子有显著关联的距离 临界点附近出现的大范围

涨落表明系统的相关长度变得很大 事实上
,

在临界点的相关长度变成了无穷大 这样
,

就变成

了一个典型的多体问题 在数学上
,

相似于场论中的无穷个自由度

由于在临界点附近长程涨落的存在
,

因此
,

临界现象就与涨落区很多粒子的相互作用有关

这样
,

临界现象就取决于空间的维数和相互作用的内部自由度数目
,

反而与相互作用的类型和细

节无关 于是
,

这些非相似系统就出现了普适性 因而
,

非相似系统在临界点附近的行为可以用

相同的公式来描述 也就是用具有相同临界指数的幂定律来描述 例如
,

对于 。 ,

气液系

统的定容比热为
一 一‘

在磁系统则有
, 一 一‘

在表 列出了气液系统和磁系统的幂定律和临界指数
,

表中的 〔 一 一

主要的临界指数有九个
,

但它们并不独立
,

从热力学关系可以得到它们之间的关系 例如
,

由

热力学关系



寿 。 一 , 口 口 乳

则
, 么 口

代人 。 闰 和 的幂定律
,

得到
‘

口 丫‘

类似地可以得到一系列不等式
,

如
‘

夕 占一

。 ,

声 一 占

实验发现
,

这些不等式实际上作为等式成立 这就是标度律 所以
,

求出任意两个临界指数
,

就能

得到所有的临界指数 四种理论模型得到的临界指数及实验值所在范围见表

表 摇定律和临界指数

临界指数 气液系统 磁 系 统 幂 定 律 条 件

比热

,

一 一 ‘

一 一

有序参数 一户 一 声

响应函数

临界等温线
一二一

一

卜止
一 月

一 一 ‘

一

相关长度

临界相关函数 了 丫 丫 一《‘一含钧 二

店界指数数 平均场理论论 三 维 模 型 甘 ”

任任任意维数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数数
艾艾艾艾辛 , , , ‘ 海森堡 ,

实验范围

一

一

一卜 弓

一

一

二
、

临界现象的理论描述

一 讨论临界现象的模型 临界现象是涉及大量粒子的集体现象
,

所以只要模型的“分辨率 ,

短于相关长度即可
,

一般不需要研究电子相互作用的细节 通常用自旋模型
,

把一个元胞用一个

自旋来代替 这样哈密顿量可以写成

扩 一 一 名 盯 人
户

式中 是藕合常数
,

是对所有空间格点求和
,

尹是对 格点的所有近邻求和
,

是自旋分最的角

标 角标数 , 称艾辛模型
, , 一 称 模型

,

称海森堡模型 原则上可讨论任何
。 数的模型 模型的空间维数 ‘也可改变 理论发现

,

妻 的结果等价于经典的平均场理论



二 平均场理论 早在 年
,

凡德瓦尔考虑了分子的大小及分子间的相互作用引力
,

得到

了著名的凡德瓦尔状态方程 年
,

韦斯得到了磁状态方程 以后
,

不少作者从不同角度推出

了状态方程 这些工作都把格点的运动看成在周围格点的平均场中运动
,

因此称做平均场理论

其中最有代表性的工作是朗道理论 他假定在接近临界点时
,

是小量
,

因此
,

亥姆霍兹自由能 汉

可以对 。 ,

点作泰勒展开

,
,

一 艺 乙
, 材 ,

品
, 一 艺

, 丁 一 了。 ‘

取偶数是因为晶格中自旋上下的对称性
,

因而 是 的偶函数 按照热力学公式

一 二
,

、一 , 十 乙 ⋯⋯
口

一

丁

了 一 ,乙 了 乙 ⋯⋯

由 了。
,

发散
,

得到 标
,

于是代入 式
,

令 就得到

材 。 ,左 。 一 咙

即 夕
,

用类似的方法
,

可得到表 中的全部临界指数
,

并证明标度律

朗道理论是一种经典近似理论
,

它不能完满地解决临界问题
,

它得到的临界指数与实验值不

符合 见表 同时
,

在作自由能展开时
,

实际上假定了 对
,

的各阶微商存在并有

限 但是计算到高阶时
,

发现 、 了
。 时

,

比热趋于无穷大
,

这显然不符合实验结果 所以平均

场理论只是一个粗糙的近似
,

可以作为较精确计算的零级近似

三 标度律 年
,

威多姆用一个简单的齐次假定
,

推导出所有的幂定律
,

并得出标度律

假定吉布斯自由能是一个广义的齐次函数
,

即

‘ 几”〔 , 孟
‘

明 又‘ ,

对 微商
,

令 月
,

几 一
,

当 ,
一 时得到

·”
卜器

。钊 一 , 一
“、

于是

夕 一
·

再令
‘ 一 。

,

几 一 ’
,

则当 , 时
,

有
, 万“一

‘

于是
。 一

从 和 式
,

得到

〕

一二尸

—
, 口

—
拼 占 十 戈占 十

用相似的方法
,

可得到幂定律
,

并证明标度律 例如
, ‘ 对 二次微商

,

令 。,

选择 几

一 。 一 , ,

则

。 , 口

弊月‘口尸 一 一丫



且
‘ 。 一

。

将式 代入
了
‘

一 夕 占 一

威多姆的结果是很有用的
,

但是齐次假定有多强
,

它的物理意义是什么
,

却看不清楚

年
,

卡登诺夫考虑到自由能在临界点的奇异性是由长程涨落所引起
,

所以可以用一个比

晶格空间粗的标度
,

也就是用自旋集团来描述自旋系统
,

不会影响对临界奇异特性的分析 于是
,

他考虑每边由 个自旋组成的自旋集团
,

假定元胞问题和集团问题在临界点附近是等价的
,

吉布

斯自由能为
。 , , , ‘ ,

‘是空间维数 进一步认为集团参数与元胞参数只差一个与 有关的比例因子
。 , , , · ,

立即得到‘ 为 , ,

的广义齐次函数
,

于是就能得到标度律 卡登诺夫关于自旋集团的想法是很

有启发性的
,

它为以后的重正化群理论建立了基础

四 盆正化群理论 由于临界问题是一个有很多自由度的多体问题
,

它不能归结为少数粒子

的关联
,

所以人们就设法找出减少自由度的方法 年
,

威尔逊提出用重正化群方法处理临界

现象
,

在临界理论上取得了突破性的进展

例如简单的二维艾辛模型
,

每个晶格用自旋代替 图 。 ,

设自旋只有近邻相互作用
,

藕合

常数为 二 如果变成 的自旋集团后【图
,

仍为近邻相互作用
,

新的藕合常数为
,

则

这样
,

对于新的等效自旋来说图
,

尺子变长了
,

关联长度就相应减少一倍

夸 夸
一

但当 ‘ 。 时
,

抓 。 和 抓 都应趋于 因此

夸 一 互

所以在临界点
,

必定有
二 。 二

这说明
,

对于 变换来说
, 。是一个“不动点 ” 如果考虑临界点附近的现象

,

则对 。点展开

凡 尤。 又 犬 一 犬

式中 几 , ,
。 ,

关联长度 杏 一 一
,

于是

夸 一 。 一下
若

,

一 一 ,

几一
,

生

所以

又

公

侮个晶格自旋
用黑点代表

卜

四个目旋组成的块 块等效目旋

图 自旋集团模型

孟

这个结果虽然简单
,

却体现了重正化群变换

的基本思想 不直接计算配分函数
,

而研究保持

配分函数形状不变的变换性质
,

从而求出临界指

数

重正化群的方法分两步 第一步
,

粗粒平

均
,

即将富氏变换中小波长部分积分掉
,

以降低

分辨率 第二步
,

对尺度重新定标
,

使哈密顿形式



与原来形式一致
,

求出变换的循环公式
,

不动点 在不动点附近展开
,

再求出临界指数 下面我们

以一个简单的例子看重正化群的方法

将系统的哈密顿写成

扩
。 一 一粤 , , 、二 己 一 。 、 、

,

、
,。。 。, ,

口 夕夕‘ 叮 ,

,

罗
, 。

扩
、

式中 。 为自旋
, 的富氏分量

,

为空间维数 且认为 砂
夕 ,《 罗

。 因为研究临界点附近问题
,

很

多粒子的相互作用起着主要作用
,

即长波长部分起主要作用 所以积分区间用 。 引 来

代替不会带来太大的误差 将自旋分量写成 几 丙 叭叮 ,

其中

, 。 一

一

则配分函数 为

一
。

叮· 如果合 , , , ‘ 其余处为零

。· 如果 “ ,, ‘ 合其余处为零

扩
, 一

。 。

心
,

。 ,

二
“
。 。 , ’

对 。 积分
,

即粗粒平均 然后重新定标 丙
,

并按照 。
,

积分后留下的对 多重积分的数巨

重新排列级数
,

就可以将新的哈密顿写成与原来哈密顿相同的形式
,

其结果为

一
。 , ·。、“ ‘ , ,

扩 , ,一含 宁 。二沉
。 ‘宁一 “二宁

,宁泞 ,、,

成 ’心
,

心
叮

占 宁, 宁 , 宁 叮, 宁 , 宁 六重积分小量

为简单起见
,

取下列近似

止生一 、
卜 对十 了

卜川 对 了

, ,

一下一一 、一
一

二
’

了 , 一

十 兮‘ ‘ 斗 十

一一一一里乞一一一一 、
、

气万叮
‘ 十 万叮

, 一 户夕宁 了

户甘飞,

蚤 一户 ,

一 丁丁 兮一一芍
气 十 了

‘

则 式中的

丫

, “二为

“三夕

“ 雪

‘

专。 七号
, 一 ’‘ ·

不锣汁
令 ‘一 备

,

一
,

则得到变换的循环公式

了 十 科川
“ 一

丫 , 。“ , 了 ,

‘一 “了 一 丁 ,

假定
, , 为小量

,

则变换的不动点 丁
, “ 半 为

“ 、 生 一 、 生 。一
‘

一

‘



了 勺 一 “ 勺 生
。 。

如果 足够大
,

将式 在不动点附近线性化
,

得
“

应 、 犷 份 —

——
、 、

了” 一
’

、 几十
, 十 ’ 一 丫 、

飞 ,一
‘ · “ ‘ , , “ 、 万

、“ 一 “
’

‘

坟「干访下
‘
一

、
、 , 一 , “ , 一 “ ‘

式 变换矩阵的二个本征值为

孟 一 生 ,

几 一 ‘

由于粗粒平均的次数可以非常多
,

因此
,

较大的本征值起主要作用
,

将 又
‘

代入式
,

得到
‘ , 、

妙 幻 二 二

这就是精确到 一阶项的结果
,

更精确的结果已经在表 列出

三
、

临界现象的实验验证

从表 可以看出
,

重正化群理论与实验是非常符合的

对于固体系统 如磁系统 来说
,

要完成精确的实验是困难的
,

因为固体总存在晶体缺陷和力

的各向异性问题 因此
,

重正化群理论的实验验证最好在液体中完成 贝尔实验室的阿勒斯对液

氦的超流现象做了精确的实验
,

得到 “ 一 士 夕士 ,

与 模型符合的很

好 对最早发现临界现象的气液系统
,

理论认为应符合艾辛模型
,

但在很长一段时间里
,

实验却与

理论值不符 其原因是液体接近临界点时
,

压缩率发散
,

使液体在自重的作用下变成可压缩的

例如
,

当温度达到临界温度附近的 多 以内时
,

就有很显著的密度梯度
,

使得实验结果不符合

精确的理论计算值 因此
,

人们正在研究将临界实验搬到无重力影响的宇宙飞船上去做的可能

性 年
,

霍肯和莫尔多考虑到密度梯度的作用
,

利用一束激光穿过液体后的千涉图案
,

改进

了温度控制 他们使用多层温度控制的恒温器
,

使得中心温度的偏差在几个月的实验周期内达

到 微度
,

成功地得到液体的临界指数 对
, , , ‘ ,

得 夕 一
, 丫

,

与艾辛模型的重正化群理论一致

总之
,

由实验发现的临界现象的普适性
,

已经在理论上得到较为严格的证明 最近
,

重正化群

这种方法已开始用于处理动态临界现象和某些非平衡现象 这就使这门古老的临界学科又重新

成为引人注目的一个中心
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