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星系螺旋结构三维密度波的

流体动力学理论

—局部解及局部 稳定性的讨论

徐 建 军
中国科学院力学研究所

提要 木文是作者的盘状星系三维密度波工作的第 一部分 文中给出了在厚度参数 日 及

准单色波参数 。
。 的一级近似下的波传播方程及其局部近似解

, 并讨论了 星盘 厚度对 局部

稳定性判据的影响 这些结果是进一步建立整体模式解理论的准备

一
、

引 言

盘状星系螺旋结构的本质与起源是半个多世纪以来一直为天文学家及天体物理学家

所注目的重大难题 近十五年来
,

林家翘等人所创建的密度波理论由于很好地经受了观测

的检验已获得广泛的承认 特别从七十年代开始
,

林家翘等人为解决 提出

的维持问题深入地探讨了螺旋结构的起源与维持的动力学机制 此即后人所谓的

机制
,

并求得了具有离散图象频率的增长型整体模式解 这些工作的开展使得密度波理

论获得进一步的成功与完善

但是
,

当前密度波理论还存在一些急待解决的问题 迄今的工作都把正常星系简化

为一个位于中心的刚性球外加一无限薄盘
,

此外还假定波动过程只发生在盘内 这样
,

这

种理论基本上是一种二维的平面盘理论
,

它的局限是 不能讨论星盘形状及厚度对螺

旋结构的影响 在其波动方程中出现的函数 口 不确定
,

而整体模式解却又对它的分

布十分敏感 所得渐近解尚只适用于比较
“紧卷 ”的螺旋结构

为解决这些问题
,

作者将从流体动力学模型出发
,

提出一种三维星系密度波的模式解

理论
,

并且不完全局限于“紧卷 ”情形
,

而是假定扰动态满足
“
准单色波近似条件 ”闹

,

这个

条件既可包括紧卷螺旋又可包括松卷螺旋 在此基础上
,

我们求得了盘状星系三维密度

波的整体模式解及量子化条件
,

从而为星系的哈勃分类的动力学含义提供了进一步的理

论说明 本文就是这项工作的第一部分

二
、

星盘坐标系及无 纲方程组

我们采用流体动力学模型 假定星系是一种自引力的连续介质
,

其总质量为
,

物

本文于 年 月 日收到
。
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质由于引力吸弓以及离心力
、“压力”的抗衡

,

绝大部分均分布在一个盘状区域内

。《 , , ,

一 。 , ,

成 。
,

《 。 , , 。一 立 丫

今选择一 “星盘曲线正交坐标系”
, , ,

使得沿星盘边界
,

坐标 , 为常数 见

,’
亡。

二昌找曰硫

图 , 星盘曲。标系 。
, , ,

《厚度。
。 一

图 再以
, , 天

, 占 ,

为特征量 这里 。为引力常数
,

将所有物理量无量纲

化
,

便得特征速度值
,

, ,八

飞

—
、

这样
,

半径 , ,

一 ,

高度
,

一 。 ,

,
二 时间 ,

一 尊、
,

口 。

体密度
,

一
黝
。 投影面密

度‘一 。 ‘方向速度分量 矿 一 、 ‘方向速度分量 矿一
, 方向速度分量

矿 。 户 方向等效声速 诊 嶙叽 户方向等效声速 ‘ 丢川 分 方向等效声速

‘ 一 鸿 引力势 训 一 丝旦巡、 其中从
,

屿
, ,

可称为各方向上的倒马赫数

由于实际星盘扁平
,

边界形状十分平缓
,

盘内的坐标面 二 常数的曲率半径很大
,

所

以我们引人的星盘坐标系与普通的柱面坐标系将十分接近 这样
,

在忽略拉米系数中的

附加小量不计之后
,

可以想象在我们星盘坐标系下的流体力学基本方程组的形式应和柱

面坐标系下的无量纲基本方程组相同 此即有
。 二 。 上 。 户。 二 户“、二 。 。

口 妞 一二一
下「

—
一 】

一

—
一 一

—

—
甘

名 犷 口

。 。“ ,
、

‘

。“ 了
、‘ 口 上 。必、

。

〕

—
二厂叮‘ — —

, 一 口浦沪 二 一 下 占甲二 一

—
〕 气节

口一日 犷

二巫 十 丝犷 口 犷

丫
‘

, 厂 吞创 二 沙 。

气尸 ‘‘产 竺二 了 弓 气

—一
月

一 佗
,丫 矛一犷 日

一

令劲
。

十

去豁
一

刁

留 、‘

一二尸一 飞一 人 一

—
宕 一 万

上 价 。

—一言

巫鱼亚击
·

器
·

。
一

器
·

豁
·

,

了 少
龟

—
蕊

口价十 生丝
口

、 于必 。

一「

一

因为星盘的有限厚度 武
, ‘ 是由于 含

名

方向的弥散速度
。 抵坑了引力坍缩之后得到
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的
,

显然
,

当 一 时
,

有 。‘ 因此
,

可以得出 乙 产此 再作一定分析后还可

确定指数 事实上
,

我们考虑一个在无限薄盘上方运动的试验质点
,

其质量为
,

热速度为 飞 假设该质点在 二

此外
,

试验质点的动能 一 少‘

时势能为零 则当 二 减 ’ 时
,

其势能 必二

在平衡时
,

在一个 “热 ”星盘的边界上应有

占 ,
·‘

必。
,

七 价

由此便推出 占
‘ 二 红 三

,

或者

己 。此

假定物质运动可看作在基态上迭加一个不定常的扰动运动
,

从而
“ “ “ , 。 。 。 ,

留
, 户 户 ,

价 价。 必

其中基态为
, 。。 口。

, 留。一
, 户 ’

,

必一 必‘

劝

把 斗 劝 式代入方程组
,

口
一 十 花 ,

《少

口“
,

一 二 一针

口

塑 士卫 旦
口口

己夕

犷 口口

便推出

甲 , 卜 粤早鱼
犷 口 土 训

。。 十 。
, 。母十 。。。

州卜 探

—
一 ,

—
—一 “ 一

——
一

一竺一鲍 十 她
甲 口犷 口

“ ,

丽
塑 上竺

一

旦
一

、
。 ,

十 “ ,

犷
一

”内 塑土里 、十
一

乙 旦暨
甲

一沁一丸︷口‘一口
了、

口必 ,

月 —一 一
二二

￡ 三
甲 二 口必, 。

一
吕 —

一

—

其中
甲 户 内

在方程组 力中
,

由于参数 ￡《
,

我们可将基态和扰动态分别按 。作级数展开
,

再逐次

求解 对于三维基态
,

我们在文献〔 中已经求得
,

故今只需处理扰动态 令
“ 砂 , 十 。川 , 十 二

, 一 , , 。。 ‘ ,

一
叮 , 。 , 阳 、。, 。、‘,

甲 书
。 , 。社

, 十 ⋯
依次求各级近似解 为此

,

首先需确定沿 分方向的扰动密度分布及对称面上的扰动引力势

三
、

扰动密度沿 云方向的分布及对称面上的扰动引力势

设扰动密度具有下述形式
自 卢

, , 互 。‘
·‘一 , ,

这里
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毗 互 对应
。 ,

为第一类 函数
仃。又‘夕 万

、 , 、 ,

一
、 , , 、 、。

二
、

,

火月策仪‘夕 灯胜 ‘ 一 为弟一尖 且 欠 幽致
而 套 套

, , 。 为某 复函数
, 。 功 。 一般为复数 函数 八

, , , , 。 , 。 也应

依赖 。
,

不过当 二 时
,

由于 仇 户 , ,

, 。 氏 互
“卜 ,

, 而因子氏 约 已包含了
变量 , 与 的影响

,

所以可以选定 八
, , , 。 澎护 常数 与 无关 再设

, , 二 二

心
一 龟 气“ 了 , 气 一 万一夕 犷

其中复常数 弘 这样选取
,

使得在 味 时
,

乙 砂 成立 由 式推出
,

一般地只要

今 。
,

式在 点并无奇性 现除展开式 外
,

还有
“户 ,

户。, 。户‘ ,

⋯
。声, ,

两留 或 产
, ,

浑

杏一 梦 梦 ⋯
, 、

友一 左〔
。 。友 ⋯

田 仍卿 。御 十 ⋯
此外

,

对于扰动投影面密度 吸 么氏化
。

“
一 ”的 有

十 厂十
厅‘ 一 一 “声

‘ 一 ‘护, “厅‘ ,

⋯ , 厅 , 一 一 ” , “ ·

为求出在自洽引力场中扰动密度沿 磨方向的分布
,

我们必须把泊松方程
, 与运

动方程 乃 联立求解 对于泊松方程
,在文献〔 中我们引入了小参数 。

,

这里姑且称

之为准单色波参数
,

其定义为

寿
下一万一

·

气 “

同时又把扰动引力势表为 少 叭
, , 。

氏
。‘仙‘一

从而将泊松方程化为

豁一
“ ‘ △ ‘ ,子一

’”

其中 △

这里

一 。 生 一马 一 。 件 一共、一乓丝 一
。俩

互 友
‘

友
‘

州 左
‘

一 尸 , 粤半
尺 召尹
其丝

,

, 一李旦醉 一
。 。 , 。。

左
名 一

左 口
一。

。 。 , 氛约
月用 约

由此解出了其关于 。。
, 。 的一级近似解 现将结果列举如下

武一臀
‘十 ,

·

, 、 二

价
。

一 斤
。, 吕 ,

彝
‘留幻“

习

, ,

、尹一,了一
君一矛、一

,

介、
‘

一阳,‘一,

泊一洒
了
、一

一
妙一砂一一认
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名 二

君

一 暇澎吕, 一 武。
二 ,

一 二、、卢 · , 。“

一
君 , 。

必
。一。 一 必

。。

必
。

⋯
“ 田 ,

一 ,

价
, 、

丽
二

一 又 吞 友山爪 ”

对于小扰动 甲 。 《
,

方程 乃 可以线性化
,

从而化为

岁动、 。 俨子, 。

“ 万 一一二
一 「
一 , 丁 一‘ 君‘

这里

耐
。一 币卿 。币沪 ⋯

户 。, 印
‘

⋯
一 、洲 。沪 ,沪一然

舀
‘

端,

件
、户

而基态 。的各级近似解已有结果 参看文献〔

户 。 ,

毛,甲 。, 万 , 夕吕,
。, ,

币卿 ⋯

, 一兰

泊

甲自阳寸
民
声
甲

,

万 。一
、

宜
,

“

。

醚 一
。。

己

肠
。
风 ,

、,︸勺‘气
了百、

、
‘

⋯
、召
占

, ,苏‘,吸,

﹃、
万
了

‘
﹃

、,了一、,‘一
‘、

一吸

甲毛

, 心

了刃 , 犷 、 , , 、

里匕 止二二立二乙

、 。一 。了

之 。

‘

尸

万 一

一

一 , 一 一

将方程
,

劝 合并
,

即得

。‘已典
。 , , , 。 △ 、 、,

子
,

一 。
名‘

利用以上结果及前面各展开式
,

不难推出此方程的对于 的各级近似方程
,

其结果如下

零级近似 方程与边条件为

币
。

甲 , 币
。

一 。

。,
甲工

一

二

丝竺

宫
。, 户吕

, 户吕

方程 的基本解为

一 已〔劣 一 刃

满足条件
, 斗 的解为

二

中
。, 丫 爹

。,



第 期 徐建军 星系螺旋结构三维密度波的流体动力学理论

一 卜却呵希 〕
二 ,

希
图 相对密度沿 分方向的分布

相对扰动密度的分布曲线 见图

一级近似 类似地得方程

勇缪 甲吕
。〕 , 币‘ 一 。。 , 。 , , 爹

。

义‘

其中

。 左留 , 一 。

二 中吕, , , ,

,

外

由于

卢 , , 成吕,甲吕
。, 二 币‘ , 二 甲么

。, 二 户‘ ,

以及 砒 一 。
,

掣
一 。

,

可得边条件
言 名

‘‘, ,

一合
”,

·
,‘
。,

币
二

阅

方程 的通解不难得出
,

是

币护 ,

。 · 一 。。 。 沙

一
。 · , 刀。 了

由边条件
,

推出

一 ” 一合
“ ,

·
,‘”

由以上结果及 式我们算出
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‘了

⋯
之留砒 ,

·。。、 二 一 ,·斗 ·、。
, ·

望‘一合一

货砒 , 、。 一 。
典共

一

。、,

口劝气厂夕

尹了、了‘、,人
月叮丹

其中函数 的意义见文献 苏
子 男

小。 万 二
, · 、

一
尸飞、· 。 一 、一

斗

中 · 一 。 · 尸 一 一。、

一
尸工 · 。 一 一 、一

生 尸 劣

并且有

。, 一 。 生 。 劣 。。 。。 万 。 。, 劣、一粤。
,
·

尸 万 劣

气

,

、少
犷

‘、、分、

·

甲各, 军

氏 互
。“ ·‘一

“、

⋯
可见

,

只要由对称面上的运动方程解出函数

苏

密度波的三维结构就完全确定 了

四
、

对称面上波的传播方程

为得到星盘对称面上波的传播方程
,

我们将方程组 劝卜 线性化
,

并令 名
,

从而

得

、,片‘
,

万

土

一
,夕

才

旦旦夕叫 她
厂

。
一 占省 下一一

一

日

口
十 岛

一

石

。 , 一 口。。 ,

了互 十 如 一
。

己 口厂
斗

、
﹄

少
。

岁

十 些
易

十 一 训 十 下
己价

口口

。头。
一
山

厂

了、

这里

卫

甲
二

月
些。刀 , 。“山‘一口 ,

再设

“

营
、月 , 否

。“切‘一 , 白

寿氏
。‘盯田‘一

”夕

价 一
‘

苏于‘阴 乙、
“““ 一 ”口,

工
, 莎 、 盯 。

‘戈“ 一 , “ ,

斗

其中 矛
,

田

丝 毋
,

一以
, 、

忍户印

交一
,

别
一

斗 价
·

左
价
。 。

斗

而 认
。

,
‘

斗 弓 二
诊工

,

一
,

心 一
。
暇

、 一
、

丽 娜 “荆“ 丽
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、,

田
奋

奇
’“

景
’·价‘

互及一 印。

刀 左 夕交

拿
一 “ 一 约 些旦色

石了 上 叮 一 切
,

、‘了

由此方程组 便化作

坛 , 茸 十 几「
,

印 , , 户 二 上 寿

—
刁

—
, 厂 、 叮 刁「

—
犷 一

」

一 , 岛莎
, 注 套 刀 子

‘

不万 认 认二莎
, 一二一 杏奋 花厂

乙崎

“
。 犷

子

这里和通常一样
,

采用定义

田 一 柳口。
尹 一

—
,

、一 必 生澳攀鱼、
由 卜 ,

解出 莎
, 彩 ,

然后代人 。
,

便得

上 「, 上 ‘
、 。 , ,

—
一「 、了叮 一

—
卫 二

目

二

一
二了

一

二‘仁 一 幼

十 竺
二 , 一 , 乙

其中
‘ , 才 早萝

, 。子
, 一 鱼叫玉 忍茸

,

子

尤

口。 瞬套 子 一 下 忍茸,
汤

︸︸
、、

将 式化简
,

便得

登 ‘’ ‘ 。 。 一 ‘“‘一 ”

田

乒
、「丝些应边 子 以 一 二 。子

一 生 里卫卫生、缨
尤 、 ‘ 」 于

其中

。
缨箫

,

三粤缪一孕
, ·

七 加万万 州 ,

一 , 一 夕 一 。 一 。·

一

瓮
·

如一贪
·

认妇 月用 约 ’ 夕
,

闰 风驴 印品 ⋯
的 一 毋

“ 印。
,

丁一 下厂下一一不仄
‘ 一戈 一 , 一

一 竺丫十
、

, 岛
二 一 ,

加 十 生 些
尹 粤乒、

、 凡 一

兰 矛

印萨 一 ,

‘ , 一 , , ’

,

、 。
、 一 下 式 一
、 一

叨 一 当
, 十 二卫卫些

、

兰
。 “ 。口。

‘

二 一

﹄￡一‘一吞
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由 式
,

可知

声
, 一 二黔‘ 十 夕

·

口 一 。 犷抚 一 工 沙
。 。

因此
,

我们进一步得到
。

曾
。

登
‘

曾
。

、 “普 “
一

普含
‘一 “ , “

一 尽 一 沪 、十

十华 认
。

忆
众

。

‘ 侧 汉
。

一 ‘ 沙
。。

价
。

普诱
一

气 十 气
。

, 十 、‘ ‘ 十 价 价 , 。

十

,

左一一一对
一

厂了沙扫几一,勺‘一月

一︸一‘︸产

卜︺一了坠飞,、厂‘胜,‘一、、产,

口 必
。。

必
。 。

二石垫鱼丫‘ 卫 厂
丛、
交

“‘“ 十 “ 普
价
。 ,

必
。 , 。

友

、
,

。 沙
。。

了宁 八株 —
必
。 。

友

一 夕 , 、 。
。。

。
。

这就是在参数 。
, 。 一级近似下的对称面上波的传播方程 当 、

,

‘ 。 时
, ‘

色便退

化为文献日 」中的方程 这里符号略有改动

五
、

局部解及局部 稳定性的讨论

一般地
,

在盘状星系中有 左。 》 我们可首先讨论方程 的局部近似解 若忽

略共转圈共振效应不计
,

并设 。
, 。 。 对于短波扰动 引 》 作渐近展开式

一 一
于。 , 一

巴 , 上竺生 二一二

厂 厂凌
, ,

一

钓一
之

—甲万二一一
‘

十
,, ·

乙么
‘ 一 一 月

一

阳
乙白

取其第一项
,

这样着只保留方程。 中的主要项
,

便得到平面星盘密度波的局部色散关

系

少

一
叉 十

可
丫 十

这里
。 一

。、。, 分一 友友。

由此推出局部 稳定性判据为

口
。

这是我们在文献卜 中已获得的结果 如果仍保留
“
准单色波近似 ”假设 。 、

,

虑有限厚星盘 。 上的短波扰动
,

同样可推出其局部色散关系

斗

但考

, , 一 、,

一于‘ 十 一 、十 ,

产
声
、

对应的 , 稳定性判据是



第 期 徐建军 星系螺旋结构三维密度波的流体动力学理论

口 左 一

或
一 一如 。

了及沁孟 石一 口 、 一 凌 。 一 分 ⋯

这里 如 。十 必、
,

恰好是由盘厚度引起的对称面上引力势的变化
,

容易想象其值必为

正 所以当盘厚度的变化不剧烈 从而 孟
, 影响甚微 时

, 《 这就说明
,

厚度效应

将引起局部 稳定性的 临界值减少 此即当
,

丙 ,

或
,

叹
, 固定不变时

,

盘越

厚
,

运动越稳定 或者说
,

一个处于临界 稳定的无限薄盘
,

若保持 声公或
,丙

。

值不变
,

而令盘厚逐渐增加
,
则星盘仍将稳定 反之则不然

,

一个处于临界局部 , 稳

定的有限厚盘进一步坍缩后
,

其对称面上必将出现局部引力不稳定性
,

从而使某一种波数

的短波扰动迅速增长起来
,

这种小尺度波动最终会转化为湍流
,

因而提高对称面上的弥散

速度 从
,

随之提高 值 这样经过充分长时间之后
, , 不稳定将被消耗完

,

最后星盘

又重新处于临界 稳定状态 因此看来
,

当 。 , 时
,

似乎应有 二 不过这只

是当弥散速度仅仅是由于局部 山 不稳定性引起时的情形
‘

而实际上
,

除去 幽 不稳
定性之外

,

在星盘内还有许多其它的激发不稳定性的机制 包括微观的及宏观的 所以

实际上我们会得到 刀 勃
,

其中 刀即代表这些物理机制的影响 以银河

系为例
,

在太阳附近
,

若取观测值公 公里 秒
,

则推出 刀 、

这里强调一点
,

本文中对于 。零级近似下的色散关系及稳定性判据
, 斗 与

林家翘等人对平面星盘所作出的相应结果是有区别的 应当注意
,

这里 值的定义与林

家翘等人所使用的 值定义 姑且记作 是不同的 这里

。 黑噪一典黔 裸、一 。
‘

镖、一 。
‘

‘

莽 丙
一 ‘ 名补 万孙

出现因子 勺 。 。暇 的原因是基态
,

扰动态体密度沿 诊方向有不同的分布 从而有

嘿、一 〔裸、嘿 、嘿
、夕

一 产 、 滋 几
一

几
一 ‘

因子
二 。 教 的出现把 稳定性所要求的最小弥散速度值从林家翘的计算值 降低

了一半

〔
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一

—
’

一

, , 才 材。 人。 , , ,

击。 , 二

,

, 一

一

一

详
, 坦石
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详
,
访

‘

,
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