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高焙喷管层流边界层分析

陆 志 云
中国科学院力学研究所

提要 本文导得了适用于高烩
、

高 数锥形喷管层流边界层排挤厚度尹
、

动量厚度 和边

界层厚度 占的简便计算公式 喷管喉部上游假设为平衡流
,

喉部下泼漪见为化学与振动冻结流

护 和 占均表示为喷管几何参数
、

喷管喉部参数及喷管所求点无粘流参数的显函数形式而不是

积分形式
,

因此特别适宜于此类喷管的工程设计 本公式计算结果与国外发表的风洞实验测

试数据进行了比较 详见本文图 及表
,

结果是令人满意的

符 号

音速

喷管截面积

式 中常数

石 同上

常数
,

式

喷管直径

方向速度
,

式

方向速度

方向速度
,

式
二 沿喷管壁的坐标

垂直于喷管壁的坐标

变换后的坐标 ,式
。

常数
,

式 斗

。 , 函数
,

式

矛
, ,

函数
, , 一 的逼近函数

静烩

总焙
, 匕

型参数
, ,

二 占弃
,

常数
,

式

左 常数
,

式

切应力参数‘一令 , ,甲

马赫数

文献【 〕压力梯度相关数

苏 压力梯度相关数
,

式

动量参数
,

式

静压

数

边界层内某点与轴线垂直距离

喉部壁面半径

曲率因子
,

式

烩函数
,

式

静温
二 方向速度

同上

压缩性因子
。 喷管扩张段半锥角

月 压力梯度参数
, 文献 汇

丫 比热比

几
,

等嫡指数
古 边界层厚度
占 边界层排挤厚度
刀 表 积分值

动量厚度
‘ 常数

, 式 夕

又 ‘ 粘性律系数
, 式

料 粘性系数

动粘度
, 。 常数

,

式

五月,七七

本文于 工 年 月收到
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年

言 喷骨截面比 夸一

密度
, 进 口段半锥角
,

,

言
。

函数
,

式
犷 又

, , 丫 函数
,

式
犷 , , , 丫 , 函数

,

式

沪 流函数

下标

无粘流滞止值

边界层外缘参数

匀 平衡流值

冻结流值

喷管壁面值
, 丫、 人卜标中的值

喉部值

儿坐标变量
, 夕 , ,

以下标出现
,

则表示

对该坐标的偏微分

一
、

引 言

对高烙高 数喷管流场边界层的理论分析只能采用各种近似方法
,

迄今只是对特定

滞止条件
、

几何形状及壁温情况借助于大型计算机进行数值积分比
,

计算复杂 且不同的

近似方法所得结果往往相差甚大〔
, 一 由于问题的非相似性加上缺少满意的修正参数

,

使

某一特定喷管形状及滞止参数 的计算结果往往不能直接用于另一参数下的喷管 另一

方面
, “
高焙 ”

“

高 数 ”带来的
“
低密度 ”使喷管边界层区域较无粘流区域还要大

,

精确地计

算排挤厚度及边界层厚度就显得十分必要

直到 年
,

才由 , 对高恰层流边界层以何种理论方法为最佳作了系统的实

验鉴定 他对滞止参数 为 大气压
、 了。 为 左右的空气流经喷管时的边界层剖

面
,

采用电子束及多种探针进行了诊断
,

发现所有理论计
一

算的 尹 均偏高于实验测量值
,

唯以
一

方法偏高为最小
,

有时仅偏高 斗关 自此后该方法在高焙层流边界

层特定喷管参数计算中虽获较广应用网
,

但却很难用于高焙喷管的实际工程设计
,

其原因

在于公式中的积分因子是以全喷管流场无粘流参量的积分形式给出的 为了计算 。
,

必

须对喷管进 口滞止点直至所求截面处所有点的边界层外缘参数进行数值积分计算曰
,

而

在设计过程中喷管进 口参数 。、 和几何参数 , 、 。 、 ‘ 、 。及共 中的任一量变化 一 次一

犷
均需重复所有计算并需五次以上的迭代

本文针对高焙
、

高 数喷管无粘流喉部上游一般为平衡流
、

下游一般为化学 与振动冻

结流的特点
,

从轴对称边界层动量积分方程出发
,

对喉部后本文修正定义后的 万
。

在类似

于 〔 〕〔 〔 了 的顺压梯度普适关系线化近似的基础上
,

用 数作积分变换并对被

积函数以连续函数分段逼近法
,

在“冷壁面 ”这一高烙地面模拟风洞具有普适性的条件下
,

导出了 万
、 口

、 占 及 的更为简单得多的表达式 该表达式表示为喷管几何参数
、

喉部及

截面参数的显函数形式
,

避免了繁杂的数值积分运算

二
、

方程与基本假设

喉部后为气体轴对称定常冻结流
,

边界层方程采用 国 等人提出的形式
口

、 、

二一一 气 “ 少 寸 一 又 夕厂夕
口 口夕

﹃

月
·一

山一
犷

十
即
一

击口“ 口 、
“

一
允万 十 岁 瓦丁 一
贬 口 军

口,

川 可
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丁 阿 口 、
几

。 「 了
, 一

兔 飞
万一 气 ,二一 万厂一 门厂

“

下一 户 、 —二
了“ 万二

‘口 口 口 口 ,

一
﹃

里一了口一口
十 ,

不足一口一口
“

式中
一 十 了 引进 。‘ , 与 。 , 变换

、

李,
八一如

‘ 一 又生
口

一心一
一一

式中 几由粘性律确定

兰 二
群。 。

万不石不 可几 ,

—
—一

女。 丫 。

、,‘
,

‘‘

︸如

衅
一
一一沙

流函数定义为

功
二

再引进

价 些
“

—一
夕

一价
‘

将 至 匀 用于 化简后得

一 二丫一 卜华型丫
、

、少︸‘、

、、‘‘

十
二 , “ 丫一
口 己 飞一气尸下一一一 下六代厂一一一

—
,

形 十心八儿一 尸 器舒臀
“ ·

,
·

二 , 一 一 生、些
言

一

鑫长景
·

,
·

澎鑫瓮簧 价 ,

现作如下基本假设

边界层内亦为化学与振动冻结流 根据空气介质实验结果
,

边界层内从 振动松弛

现象极其微弱
,

故可假设化学复合更弱

不考虑横向曲率效应的二阶效应 因横向曲率效应只对速度剖面形状及摩阻有明

显影响
,

对 尹 影响甚微
,

故可认为 、
。 、 本文涉及的是等温壁外的强顺压梯度流动与高 数情况

,

近似成

立 , 曾对大 夕值下的不同 情况时的速度及温度剖面进行了分析
,

电子枪的测

试结果表明 、 的假设成立
’

将压力梯度相关数 万修正定义为
二 一 扰哪

, 二

刀 一

一
, 夕 一 夕

才 梦

才 了。
尤护

定义焙函数 , 一嘿中澳上共一
“彩 乙十再 气共一 少

并假设
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, 年

, 、 丝 一
。

三
、 元 的关系式简化与求解

在上述基本假设下
,

可将边界层动量方程沿 方向自 一 积分得到如文献

汇 〔 形式上完全一样的动量积分关系

一认六又念
一 〔、“ ’ 门

该类型的微分方程在不可压缩流动情况时对顺压梯度的普适性首先为 如

其后 二
一

月浦叨 威网 及
一

均采用了这一形式的普适关系

近似后式 即为
, , 万 万 , ,

门 、 万 万万

积分后得到喉部下游的 万表达式为

证明
,

作线性

元 一万 以 户 身
一‘

一
子

一

一
户 , 甲 ‘ 户

百 了 , 了 一月
了 通 口 己尤

、一产 巴

、

对喉部上游的区域
,

若用 了“ 斗 的完全气体等墒流动来“等效 ”等墒平衡流
,

则

”‘

一
万“ ,一

夕一
,

元召丁否‘
。

、

将式 用因子 、 一

恶影
修正后再代人 “

,

化回至
,

刃 坐标平面内便得

几一巧
了、一 一 刀 , 丝圣工

汉
粤件

一‘ 生
‘

厂衍 ‘ 日“

“ 曹
一 , 产

沁‘

式中

表

今,

左 —
尸 、

一
丫。

十 ·

甲
“一咖

·

瓮
毛一兴升 坑 一厕烈织

一。

簇抓
斗

对喉部上游不同 了。时式 的第 一项积分因子的计算结果如表 所示 当空气 八

‘ 一
·

时积分兰是罗
’

歌 ,
一

二
,

苦⋯
一

斗
望介

’

哪
‘ ’

,一恤
洲 书刃 爹

。

易

口 〔 斗苏 彗。 了

斗斗 , 舀。
,

, 飞 牛 飞、 。 了

〔 斗介 言
。 丁之

在 一弓大气压
、

凡 在 一 大卡

千克范围内变化时
,

喉部上游各点的 了。相

应为
,

一 ,
,

此时由表 可求 得 积 分

值变化小于 外 又由量级分析可知
,

高

数时式 中第二项积分约较 第一项

积分大一个量级
,

故积分第一项由不同 了。

所引起的变化值给 万造成的误差一般小于

巧 故可取 至 弓间的任一 丫。

下的完全气体流动来等效计算平衡流时的
。 值

叫司训

对喉部下游
,

采用化学与振动冻结流下的等墒关系代替完全气体等嫡关系
,

并用相应
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的截面比 才 与 从 的关系式代替完全气体喷管流动的关系式
,

便可将式 中第二

项积分的积分变量 二 变换为 。一共 一 〔粤、
, ,

再将 。变换为从
,

从而化得
一『 、

一

闺等
·

,
一‘

“
博、

·

闪等 匀粼
厂 笋

‘

女 上止
立里
‘

笋
沙一渝

取 石 ,
,

则 , 式中第一项对任一 均可积分 对第二项被积函数 呱
,

, , , 一
、 ,

协拼等
、 , ,, 八 。

三 一一 二 忿
一
‘

一二‘ 以 ,

从
△从

、
△价 展开并作近似逼近后

,

可得到

开从
, ,

为左端点在 至 , 之间对 不 同

呱
, 了 , 在不同马赫数时的近似逼近函数为

。
一 丫 , 一 镇从《

吞
·

,‘
·

‘ ,一‘
·

和
一

。 、

一
·

十
·

艺》戈 一
·

月 艺
· 。

气 夕
、

可证明当 镬 从 提 时
,

逼近误差 。一 务

,

而当 , 成 时
,

虽然

了一 了 、 务
,

但由式 匀 可见此时 的值对积分的贡献已很小
,

从而可证明对积

分产生的误差仍在 外 以内
。

将 代入式 匀 并将表 对应于 了。 的 刀值及 , 一并代入
,

再

用音速关系
、

微分形式的欧拉运动方程及化学与振动冻结流下的能量方程等化简后可得

到

石 一

为 一
十

一 一二丁 一

乙 今
下 一

咯仁 一

尽一 号器
甲 “。, 岩

, 。 , , , 一 , 、
, ,

式中
一 ’

戈
’

“ 一

刹
一 ’“

吩
一 ’勺

‘ 一 育认
一

招

丫 一
气尸

一
下下二沈 , 六

望丝
’、‘

厂
‘ ’

苹‘ ,

了

当 丫。 时
,

心

甲 ,

查。 畜。 若
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甲 。 , 丫 ,

一 丫

十 业 二卫 帕下万万 了
,, 了 , 一

— 、 门 叫

一
—
尸

一 ,

呼七丫了一 、

, 。
。 , 了 , 一

“类
反

。

二 一 丫、 , 一 丈今
碑卜 、 、 一 卜 ,

、 “

弓一
·

‘ 一‘
·

‘ 夕一 丁
·

,一“ ‘

﹂

、
,

‘

刃一钾
·

夕一

一

,

、、,产

丫

一卫立竺一
一

了

厂
·

十 一

进一步可解得动量厚度 日
、

排挤厚度 占 及边界层厚度 舀为
月卜月川门工丁

皿 型
”一

了 、 “打

十 ‘立 二 工

“

一
” 。

。一 。 “
子· 日‘

上列诸式中 及 凡 已
,

可用文献 〔 的

丫 一

丫了一

汉 十

义
,

一 , 型流动的相似性剖面解求出

‘

占森

由 、 一 了仁 ‘ 确定 氏 由关系式 民 一 劲
一

沙
确定‘ “。 为

十一认

对应于不可压缩平面上琴一 。 、时的 一
。

卫 士一 且
,
值 , 。 的值可 取 细

,

万 一 时的 , 值
,

对应 吞一 与 扮 一 常数时的交点

一般地面模拟风洞的高烩流喷管均采用水冷铜壁面
,

壁温满足 二 毛 斗 当总温
。 ” 至 时

,

则有 一
·

簇
贫
一 ‘毛 一 。

· ·

亦即满足关系式

一 了、 簇 一

此时由普适关系曲线可求得相应的 万值满足

石簇 劝

由式 可见积分号内外 万是相抵消的
,

故可设想 召 的变化不会导致 万值的大幅度改

变 表 给出
一

了同一喷管参数下
,

石取 ”和 两不同值时所引起的 万
、
日及 谷 的差

表
,

对结果的影响

力 , 一
。 , 沪 一 三

“ , 与 ,

为 一 书

一一一
一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一
一一一 一一

夕厂夕 占产‘刁李

一上二三三二一
一

一·

弓 冬

。‘巧 ‘

。

芍 。 ,

弓吕
。

。

名
。

斗
。

咤
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异 在本文高焙
、

冷壁面的实际条件下
,

万值偏近不等式右端 故取 万 后对 石
、

口

及 尹 引起的实际误差要比表 小得多 此外
,

对动量积分方程的相似性解的数值积分数

据的分析
,

可发现 万增大的同时亦将导至 万增大
,

对 万值的改变恰起抵消作用 由上可

见
,

万 的取法合理
。

四
、

结 论

本文将高烩高 数喷管流无粘流场的喉部上游区域视为平衡流
,

喉部下游区域视为

化学与振动冻结流
,

并在 振动温度松弛的测量数据分析基础上视边界层内亦为化学与

振动冻结流
,

对边界尉卜缘采盯冻结流下的等墒关系
,

引进了“正因子

黯辞
修正

了压力梯度相关数
,

通过顺压梯度普适关系线化近似法
,

在冷壁面条件 石为单值情况下
,

用量级分析
、

无量纲 数的积分变换
,

以被积函数的分段逼近方法最终导出了 万
、

尹 和 沙

的显函数表达式

本文结果表明
,

当 。在 一 大气压
、

从 在 。。一 大卡 千克或更大范围内变

化时
,

喉部上游压力梯度相关数 万的计算可采用 。 或相应的等墒指数的完全气

一 少

兰兰咋二‘一 二一一 一一众众众

图 喷管几何参数

洲

加 印
,

砂刀

图 边界层排挤厚度 占 增长情况

空 气
二 乡

“

二
“

了 二

二

实验数据
,

能量积分
,

动量积分
, 一

方法
, 一

方法
,

文献 「 修正法
‘,

本文 一 式
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‘ ‘

一一
‘ 目 , 翻 喇闷

一 一 一 一 一
二

一
山

一
吧

砚 润 ‘ 从 困曰 一
‘旧 ‘ 曰一

年

体流动来“等效 ” 对喉部下游 万的计算虽然产生了被积函数逼近误差约 多
,

但因修正了

等墒关系
,

使本文公式的计算结果在喷管出口处仍能更接近实验值 例如对 。 ,

。一 大气压的空气
,

在喷管喉部下游 的截面处
,

仅等嫡关系修正一举
,

便

可使 。和 尹 的偏高值纠正 多 表 列出了具体的喷管计算举例
,

图 给出了本文公

式的结果与其他理论结果及国外发表的实验结果比较

表 排挤厚度 护 的最后结果比较

一 , , 。 , , 一
。 , , 。 , 一 , 二 ,

·

斗 弓, ,二 一
·

一一止竺
一

—卜
口

一 一士竺一一
一

兰上一
一一一笠掣塑

声

一少二 一 一止⋯兰一 一土⋯生一一 一《 方法的
‘少斗 。、 。 。 ,, 门 , ,

、 声‘亡 ‘ , 户 」 工 七 了 , 二 上 ,

本文公式 厂 , 少等 ”
· ·

‘
·

,
。

斗

厘米夕

,

—
一—
阵
一三竺

一

·

排挤厚度

由表 上的结果可见
,

在喷管出口截面下游的点
,

公式计算结果 与实验结果偏差较

大
,

这是自然的 因为此时边界条件已由无滑移的壁面条件变为自由射流的边界条件
,

这

部分流场应当采用研究自由剪切层的非相似性方法来计算 ’
,

本文的结果已不复适用

本文公式
一

可用于高焙
、

高 数冷等温壁锥喷管的边界层计算 由于避免了一般的识

分表达式使计算大为简化
,

故尤其适用于此类喷管的工程设计 一般高烩 氏密度电弧风

洞喷管及低密度
、

低温等离子体流喷管采用水冷铜壁面即属此例

作者对卞荫贵先生提供的指导与帮助表示感谢
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