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强聚焦加速器中带电粒子横向运动

稳定性的线性理论

朱 如 曾
中国科学院力学研究所

提要 本文对强聚焦加速器中带电粒子运动的稳定性乃至一般的 维周期性线性系统的

稳定性给出用转移矩阵的特征值表示的稳定性充分必要条件 对强聚焦加速器中带电粒子的

横向运动
,

则进一步给出用转移矩阵的元表示的稳定性充分必要条件
,

并绘制了稳定性图 因

此
,

横向运动的稳定性问题在线性理论范围内获得原则上的完整解决

一
、

引 言

强聚焦方案「
,

即周期性的交变梯度聚焦方案在同步加速器和其它迥旋加速器 及直

线加速器中被广泛地采用
,

在带电粒子的输送通道上也常被采用 这种聚焦方案一个主

要的问题是
,

带电粒子在运动过程中是受限于一定的范围内
「

,

还是发散的
,

这就是带电粒

子的横向运动的稳定性问题

不考虑空间电荷效应。一习
,

并取旁轴近似
,

可以用转移矩阵来表示粒子的横向运动

设沿带电粒子透镜的轴线的坐标为
,

横向运动坐标为 和
,

对应的广义动量为
二

和
,

我们按加速器中场的周期来选取参考平面
, ,

⋯
,

友
,

友
, ·

⋯ 在旁轴近似下
有

,月

从从八八
一

目

飞
奋︸备
﹄一﹁﹁

其中
,

为与 及有关的 阶矩阵 如果我们把粒子因相对论效应而弓起的质量增加

以及辐射阻尼卿 ,的作用当作缓变因素
,

则对于研究运动的稳定性问题来说
,

可以把 当

作与 友无关
,

并记为
,

因此

八甄扣
十

娜︸

执从从人

如果我们还要考虑纵向运动的稳定性 就涉及 汀 阶矩阵 本文主要讨论横向运动的

稳定性问题 当加速器具备一定的对称性时
,

和 方向是可以分别考虑的
,

这时只涉及
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到 阶矩阵
,

这一情况下的稳定性问题已经解决 「幻 本文对横向运动稳定性的考虑

主要着眼于 和 夕方向有拙合
,

因而不能分别考虑的情况 所以我们的重点是 斗阶

的矩阵 但是
,

对 阶和更一般的 阶情况
,

也能得到用矩阵的特征值来表示

的稳定性判据 所以下面先就 阶情况进行讨论
,

然后再转到 斗 阶矩阵上来

二
、 丫 系统的稳定性条件

维周期性线性系统的第 , 级输出
。

与输人 两 之间有关系式
, ”

其中
,

称为系统的矩阵
,

而
夸黔

夸沪

州
其中

,

戮
, ,

⋯
,

在实数域上取值 事实上后面的证明也适用于 毖 ,在复数域

上取值的情况
,

不过我们为确定起见
,

认定 盛 是在实数域上取值的 下面给出稳定性定

义

定义 用式 表示的 维周期性线性系统 以
一

「简称为 维系统 称为是稳定

的
,

如果对任意给定的正实数
,

存在正实数
,

使当

夸吕‘, , ,

⋯
,

时
,

成立

萝鉴
, ,

⋯
, , 一

, , ·

⋯
由此定义可以证明

定理 矩阵为 的系统稳定的充分必要条件是
”

的矩阵元有界

证明 从略

为了得到进一步的稳定性条件我们先证引理

弓理 设 左阶 块 , 的特征根为 几
,

则当 ” 取一切自然数时
,

夏的矩阵元的

情况可分为以下四类

若 又

若 几

若 又

若 又

证明 由 、

,

则矩阵元有界
,

则矩阵元无界

而且 左
,

则矩阵元有界

而且 左
,

则矩阵元无界

的形式可得
飞,

几

又月

蕊几
”一

泥

少﹄十夕工月

‘。几

一
托刀十奋

‘

一刃

⋯凡
叫

一
尺灿
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其中

。一 丽淤丽
,

,

当 灸镇 ,

当 无 人

在式 中令 , ”
,

并分析式 即得

若 刘
,

则矩阵元全部趋于零

若 刘
,

则对角线及左下三角区矩阵元趋于无穷大

若 】刘
,

而且 左
,

则矩阵元的模恒为 玩

若 】刘
,

而且 互
,

则左下三角区的矩阵元趋于无穷大

故得引理中的结论

以后称“矩阵元有界 ”的矩阵为“有界矩阵 ,’

定理 若 矩阵 的特征根集为 又‘
,

“
, ,

⋯
,

那 《 若满足如

下条件之一
,

则系统是稳定的
,

否则是不稳定的

所有特征根的模都小于

虽然有些特征根的模等于
,

但不是多重根
,

而其余特征根的模小于 从

虽然有 , 个特征根 几式 “
, ,

⋯
,

的模既为
,

又各有重数 产
,

但

对于这些特征根
,

特征矩阵的秩等于 一 内
,

而其余特征根的性质与 相同

证明 对矩阵
,

必存在复数域上满秩矩阵
,

将 化为 型
一‘ 千 , 千 ⋯千

,

。 交 反 ⋯ 夜
。

其中每一子块
‘都是 块 于是

,

定千 夏千 ⋯千 瑟
。

·

先证条件的充分性

所有特征根的模小于
,

由式 , 和引理知
”

有界 因为
” ” 一

所以
‘

有界 根据定理
,

系统稳定

由引理的 和 知邪 有界
,

所以
”

有界
,

故系统稳定

对于重数为 产 的特征根 几
二 ,

因为 几 所对应的特征矩阵的秩为 一 内
,

故相应的本征向量构成 产 维子空间 所以相应的 块是 阶的
,

又已知 又

,

故由引理 的第 项知
,

这种 块的 。 次方有界 其余的 块属于情况
,

故其 。 次方也有界
,

所以
,

有界
,

因此
”

有界
,

系统稳定

下面证必要性
。

假定系统稳定
,

由定理
, ”

有界
,

故
‘

有界
,

即式 , 右边各项均有界 再由引

理可知
, 、只有两种情况
几

几 ,

但 及
‘

如果 确实出现
,

则模为 的特征根所对应的 块都为 阶的 所以这

些特征根要么是单重根
,

要么对于这些特征根 。力
,

特征矩阵的秩等于 一 内
,

而 内
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一
呻 一 一

尸‘

一
一

月

一 ‘

一一—
一

学 报

是 几 的重数 故 必满足定理中的 和 两项之一
如果 不出现

,

即所有 叮 块全是情况 则定理中的 项得到满足

定理 上述定理 的条件 谁 可改为

, 一 、

一
其中

,

了劝 是 的特征多项式
,

表示重数 产 , 大于 的不同的多重根的个数

证明 定理 的条件 表示
,

与多重根 几, 对应的 块是一阶的 此即 的

最小多项式一定能除尽 , ‘ ,

立
‘

一 一 而这又等价于式
· ·

三
、

和 方向可以分离的情况

下面我们就加速器中 方向和 方向的运动是可分离的情况导出用矩阵元表示的稳

定性充分必要条件 这些条件在其他著作中已有过 〔
,

但是为了完整起见
,

仍采用本文的

一般定理来推导一下

当 和 夕可分离时
,

矩阵变为两个 矩阵的直接和 令矩阵为
厅占口丫尸

‘卫卜

一一

其中
, 。

夕
, 丫 , 占为实数 特征方程为

又, 一 。 占 几

下一节将说明
,

对于强聚焦加速器来说
, ,

所以式 化为

犷 一 。 十 占妞 十

若 。 十 川
,

则 , 一 户刃
,

口为实数
,

且 口神
, , 由定理 的 可知系统

稳定

若 。 十 川
,

则必有一根之模大于
,

系统不稳定

若 。 川
,

则 几 又 士 ,

此时
,

由定理 的 可知稳定条件还要求
“ 平

里
的秩为

·

故得

夕 丫 , 占 士

于是得

定理 行列式为 的 维系统的稳定性充分必要条件是

或 士 ,

其中 表示 的迹
,

为单位矩阵

四
、

和 不能分离的情况

在强聚焦加速器中
,

当 劣 和 方向有藕合时
,

我们面临的矩阵 是 又 阶的
,

而几

矩阵元全是实数 因为带电粒子运动服从正则方程
,

根据拉格朗日不变量的考虑
,

可以证

明
, ,

和 一 , 是相似的
,

所以 和 一‘有相同的特征多项式 故特征方程

了凡
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是倒数方程
,

即如果 几 是根
,

则 石 也是根 所以特征方程可写成

几 十 护 护 十 ‘几十

其中
。

下面为了普遍起见
,

先不利用

定理 行列式为 的 维系统的稳定性充分必要条件是满足如下几组条件中的任

一组
二二二 ‘

子
‘ ,

·
,一 ,

二二二二

一

占 一
, , 一 一

二二二

石 召 一
, 一 , 一

‘

一

二二二

宜 十

斗

‘夕、,‘卫,
、,了、月、

、夕、少、,

口 粤 。

乙

七、万月,吸、

、、‘、了‘、

的士 ,

即 ‘ 一 干
,

其中
,

为 阶单位矩阵 , 一 的所有 阶主子式之和 一

所有 阶主子式之和

证明 的特征方程是
,

但并不要求 口 因为常数项为
,

所以特征根要

么模全为
,

要么必有模大于 的特征根 根据定理
,

后一情况系统不稳定 故为了找

出使系统稳定的所有情况
,

只需考虑特征根的模全为 的情况

由于方程 是实系数的
,

故共扼复数根成对出现 常数项为 十
,

故实数根

和 一 也是成对出现的 所以四个根可表示为

凡 。‘ , 义 。一‘ , 几 ‘ , 又 一 一‘

其中 口
,

和 口 为实数

把式 代入方程 定出
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。 。 一 ,

氏

十 台,

热 斗 少

所以 一日 一令卜
·

了
·’一 “右 ,

一 。 一令
。

一 了
万丁百歹丁葱

分析式 得到 一 分别对应着如下情况

有 个模全为 的互不相等的特征根

有 个不相等的模为 的根
,

还有一个二重根 又 但此时有

一 , 一 召 一

有 个不相等的模为 的根
,

还有一个二重根 又 一
,

但此时
, 一 ‘ 一

介 有 个不同的二重根 几 土 ,

但此时又有

一 一

劝 有
一

个不同的二重根 几
。士谓 , 口钾

,

动 但又有

一 ‘口 一
一‘” “ 十 兰

有一个四重根 兄 士 ,

但同时

干 干

按定理 和定理
,

以上六种情况全是稳定的 不满足以上条件都不稳定

从定理 可知
, 口 ‘
是稳定的必要条件 幸好

,

在强聚焦加速器中
,

必有 。 ,

这

就是式

在稳定性图中
,

阴影区是稳定的
,

而边界上的点则须附上相应的条件才是稳定的 所

开曲线

稳定性图
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需附上的条件也示于图中方括号内

本文曾得到中国科学院力学研究所谈镐生教授
、

卞荫贵教授和中国科学院高能物理

研究所徐建铭教授的指导和帮助
,

谨此致谢
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