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稳态 激光的解析理论

高 智 孙 文 超
中国科学院力学研究所

年 月 日收到

为了分析 激光的特性
,

通常需要对上百个方程进行数值计算
〔, , ’, ’, ‘ , ,

因而解析的分

析就成为一个很值得探讨的方面 本文从分布函数方程和辐射强度谱分量传输方程出发
,

导

出稳态 激光在级联跃迁发射时的增益饱和特性
,

得到的强度谱分量与增益的关系式适用

于均匀和非均匀加宽同时起作用的一般情况 文中所使用的振动分布函数由一个非线性积分

方程求得 对两能级特例
,

本文结果与文献〔 一致 对均匀加宽极限的特例
,

本文给出的强

度和强度谱分量的关系式与文献「叼的结果一致

一
、

序 吐分
口

近年来
,

分子激光引起了人们广泛的兴趣
,

对 分子的振动结构
、

振动量子交

换过程和受激发射特性均作了大量的理论和实验研究山 有激光作用时
,

振动弛豫

和受激发射的分析需要通过数值计算大量 上百个 速率方程和辐射强度谱分量传输方程

组来完成
,

相当繁复 考虑到众多量子交换速率的不准确性
,

近似的解析讨论显得十分

必要
,

但限于问题的复杂性
,

目前看到的解析分析还很少 近来文献【 从分布函数方

程比 和激光振荡的闭值条件出发
,

对均匀加宽极限情况作了探讨 解析的探讨不仅可以

直观地分析参量的影响
,

也可以导出多能级级联发射时的增益饱和规律

一 谁卜 盛
‘ 侧架户 落懊

一
、 名苏 月、 刀 王

在振动一振动碰撞交换
、

振动 一平动碰撞交换
、

自发辐射
、

受激发射和泵浦作用下
,

振动粒子数的稳态分布函数 。 ,

力 满足如下的稳态分布函数方程 ,

。。 ,

李 、 。 , 。 。 , ,

嘿
一塑

‘

终
之

, 、 , , ,

、 , , ,

夕 ‘ 生 叹 夕一

, , 夕
,

二
, ,

‘
·

二 , ’ 口尸
。 ,

刀

其中 , 城 。 是振动量子数的连续变数
,

是激光传播方向的座标变数
,

了 二
, ’“一 万

·。 ’

。 , 却 一 了九份 占, 。 。 一 。

。, ,

是振动一振动碰撞交换的作用半径
,

根据试验分析 , , 。, ,

、 了丁
,

△ 为非谐
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性能量差
,

左为玻耳兹曼常数
,

是介质温度
, , , 留 为 “ 和‘ 的对称缓变函数

,

当 “

与‘ 不大时
, 宁 , , , , 。 口

与 ,
·

, 式对应的分立的量子振动能级布居数
·

满足稳态速率方程 只考虑单量子

交换

艺 口 汽止
。 。 , 一 口兴丰

, · , · 二 ”· 、
, · 尸

, 、

,

几 , 补
刁一

一
刀 。

。 , 一 。
, 。

一 艺 附
。 刀 一

, ‘ , ,

⋯
‘

其中
,

一
,

刃 是第 。 振动能级数密度
,

艺
。

一
,

是振动一振动碰撞交

换速率 单位厘米 秒
, , 为泵浦速率

,

、 是自发辐射速率
,

氏 ,
。

为 , 十

能级在振动一平动碰撞交换下的损失速率
,

由文献〔 可知
。 , ,

、 , , 占, ,

, 、, 。 、 ,。 ,

口晋沈老、
。 。 ,。 一占。。‘一 ”

氏了 是与气体成分和温度有关的常数 ‘ 是光速
, 左为普朗克常数

,

是 十 一

能级的振动一转动跃迁频率
,

即辐射频率 了
。

几十 巩 为辐射强度谱分量
,

民十
,
是

在频率为 , 。 的辐射作用下多普勒表观频率为 犷 粒子的受激发射速率 单位为厘米 秒
,

二 一
。 △”

, , 。 一
, , △, 、

式中 △枷 为均匀加宽型线的半峰值全宽度 对于振动转动 尸支跃迁
,

氏
,

礼、
, 吸一

一、 了
’

氏
,

是转动常数
,

它是振动能级 。 的缓变函数
, 。

为转动量子数

又,

一 占

占,

与 几
,

的关系为

辐射强度谱分量 了
,

满足如下的辐射传输方程

誉
一 誉 ,

,

卜
, · , ,

卜丝二里边
〔 夕

君 和 方

度谱分量

其中 ‘ ,

,

了吉 方 叻

分别为沿 , 正方向和负方向行进的光子能流
,

在 和 的镜面边界上
,

强
,

满足如下边界条件

、 夕 ,

九 而
, 、

一 , 一 , ,

夕 ,

瓦 孔
,

一 孟 一
, ,

‘ 和 ‘ ,

分别为两镜面的损耗
、

透射和反射系数
‘
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三
、

增益与强度谱分量的关系

为考虑增益加宽线型的贡献
,

此处假定粒子的热运动遵从麦克斯韦速度分布律
,

即粒

子具有多普勒表观频率在 ’ 到 扩 由
‘

之间的几率为

其中

脚
,

。如
,

一

众丫卜
· 一 型斌给鱼

’

扩 一 , 。,

、

哟
,

鲡
,

一

洲呱
·

留 ,

是粒子在 , 方向的速度分量
, 巧

,

是当粒子处于静止状态时所观察到的频率
,

即多普

勒型线的中心频率
,

△均
。

是多普勒加宽型线半峰值处的全宽度
,

是 分子的质量

由分布函数方程 和辐射传输方程 以及关系式 可以求得
,

夕

口
。

。 。

口
占 , ,

一
。

如
,一大

︸小

一

舟
、

吵了
人二

等铲
丛 · ‘ , ‘

一
‘ 么 夕 丫

‘ ⋯ 一

气舞兴应
在导出上式时略去了塑居皿 项

·

△ 口
。 。

左 公占己
,

一
,

十 汉
, 十

了
· ·‘ · ‘

·

, ,
妙

,

左

对激光发射的条件
,

该项与带
‘目比 ”一“、量

,

占 ‘

一
,

为狄喇克函数
,

。‘

。

是增益系数 令
一 些些卫全二竺生生迎少建 巾

。 , 夕

兀 △,

, , ,

其中

, △鞠 币 , , 、 。 「
。 。 ,

了
。

、
一
—
一 月 心丫 、 一「 立

—
一

—
气八 口

—
一一 】一

戈
, 、 , 十

。千
, 。 , , 。

, 必

△ ,。 , ,

友了 己
。

,

一 。

将 和 式代入 式得到

一 生
一

旦二 一一」互二三一一一 击
。

口夕

一

丛
、

亚
一

钾
一

艺玉公 口 。 兀 汀公公
, 扩 一田

。

一 , 夕
,

碗
。 了

。

一 , 。

了云百

—
, 一一下 二二二二二二 二二二二 乙 ‘ 、

一
心 ”。

, “ 丫二
。 。

△, , 。·

卫 生砍 十 了
。 ‘

蔽
会 , ,

其中
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万

或卫毛徽率亚
,

、

抄瓮呼
甄 一 “耐万万呱

,

凡 一

豁丫丽
,

介 了 蔽
,

一

—△
, 。 ,

‘是等离子体色散函数洲

伍 、。 一 创逆已二业
‘禹‘一兰二立一一

丫丽
。产一

,

夕
, ,

, ,

夕
。 ‘ ,

夕
,

的虚部 对均匀和非均匀加宽同时起作用的一般情况
,

利用数值积分或图解法可从

式求出辐射强度谱分量
,

和增益系数
,

当频谱分量 , ,

与增益加宽型线中心频率
,

重合时
,

对均匀和非均匀加宽极限分别得到
。 二 △粉
了汀 。

‘ ,

,

一
—

‘

△,
二
了 十 大

,

厂
对两能级即 , 的特例

,

至 式简化到文献〔 激光的理论结果
,

此三式

表明
,

在多能级级联发射条件下
,

以频率 , ,

发射的饱和方式或
“
烧孔 ”大小

,

既与以频率

巧 和 , 一 的发射有关
,

又保持了两能级发射的主要特征 由于 至 式是用连续

变数
“
代替量子数的分立值导出的

,

因而对其中的参量要给以物理的说明 儿
,

定义为

频率为
,

的饱和强度谱分量
,

几
,

包括因子 小
,

巾具有速率即秒月 的量纲
,

物理上可解

释为激光上能级的
“有效去活化速率

” ,

即受激发射除外的振动一振动交换特征速率

我们将 式改写成
,

汀 △, 巧
一 。 十 中

。 ’ “ ·

, 夕

‘
·

一上 、
方 刁一

, 一 , 牛

, 必

,

此式右端项为厘米一
·

秒一 量纲
,

可解释为激光能级的
“有效泵浦速率 ”

, “
有效泵浦速率 ”

近似与分布函数二次方成比例
,

这说明 分子的激光发射
,

其能级间的非辐射交换的主

要途径是振动一振动近共振交换 当

由 式可以导出

口

“
不太大时正确 而在弱发射即

,

《 的条件下
,

, 夕 口。 。

竺 ‘
、

万 又
, 夕
十

。

十
,

必

“

比较
‘

和 匀
’‘

式可知
,

分布函数对 , 的导数包含在“有效泵浦速率
”中

,

因而增益一强

度谱分量的关系式 夕 至 已经包含了级联跃迁增强激光发射的效应
,

即包含了相邻

能级发射的影响

四
,

辐射强度和功率

对辐射强度谱分量积分得到总辐射强度
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‘一 了
·

二

和
,

分别为 分子在级联跃迁作用下产生激光发射的最小和最大振动量子数
,

定

义下述平均量
, 、 , ‘

,

,

二
, , 、

乙

。 刀

口
。

,

口夕

一

欲
了 , , , 一艺

声 一、
·

沁 ’

由 和 式能够导出
「

,

二
“ 二

,
, 、

,

二犷 、
一

二
一

、儿 , 户 十 只一
乙 ‘ 夕

髻
。

, ·卜弩 一左
‘·

·

式即是激光振荡的闻值条件
,

它表示平均增益系数 等于镜面损耗
,

阂值条件与振
一 , 、二 ‘ 。 一二 。

、、 , ,

「乙

动庄联尖狱 , 二大
,

亚羚 八 二 、 , 夕
。

乙

对于均匀加宽极限且光频与型线中心频率重合的情况
,

由 式可得到

五〔业
卫

琴一
。, ,

旦些势
, 。 , , ,

一
一

共、
,

左 百公
, 岁 十

一 一
,

,
· , ,

小
将 式对

, 积分得到

粤 一 人
。 ,

典髻华
鲤 。 , , 。 , , ‘

一 ‘’ 。, , ,
, , 、。 ,

友 口二
, ‘ 才‘

其中 几 是
,

的平均值 将 斗 式对 积分得到

一
‘云

·

淤
· ‘ ,‘ ‘一 、

,

夕 孙
。

达
云
。

一 一
,

,

一 , , 。 十 , 。
,

一月
万

、 夕 」

。 。

,
尹
少

其中

“一 ‘“ ,
·

, 一

忍
”“ 。 , , ·旦纂黔

‘。
, ” · · ‘ , ”“

,

将 式对 积分或 式对 “ 积分均可得到
、卜 人

。,

更
, , , ’

一 ‘’ 尸, , 、 , , 、。

。 “ ‘、

和 式与文献 的结果相同

将 斗 和 式对 积分同样可以得到

, , 十 ,

卜 、 而
八 , ,

一 了 戈 此 一 到 一 此 丁 一 二一
乙

了双十 了兀 一侧互互
了瓦

了瓦 丫瓦 一 丫万凤
丫瓦

生 一 、 一 、, 一 普
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在 一 端输出的功率谱分量及总功率分别为

,

而

,

了瓦
,

了瓦 丫瓦 一丫天万元
, 、乙丫瓦尺

丫瓦十 了瓦 一丫反滚
’砰 、了

对于非均匀加宽极限
,

当平均增益与镜面损耗相等处于稳态发射时
,

平均增益与平均

强度谱分量的一般关系同样为 式 经过类似的处理
,

对光频与型线中心频率相重合

的情况
,

可导出平均强度谱分量
, 。

为

。 , 。巾 刀若了月 而
, 。 八

诬 , ,

一
一 二下 , 、子扮

二 、

—
一 】

一
、儿 ,

一
召。 份

艺 ‘

△” 二 。 击
’如 士 」上君
名

,

了
、

、只二
、
才

,

伟 , 。 十
一 ‘ 飞儿

,

一

—一 —
月一

, 十 。 。 。

。、、十 刀
, ,

, 中

一 处土月工不
,

」 。

其中 民
。 一兰一
兀 △,

△, 。 、 △物
, ,

总平均辐射强度
,

为

人云
。

必 刀尺月 丽
, 「「‘ 了

,

, 。

—
、一士份士 几

— 一
曰 儿 。 一

—
。 产 乙

△
一

“ 刀 。 夕

。 十 子
,

一
夕 ——

、
气儿 ,

一

—
夕 月一

二卫
旦
丝土兰

兰

丝犷
。

写
‘鱼丝士三红五岁 、

。 一 亚卫止些艺甘
。

不
孟 中 , , , 。 ‘ 。

在 端输出的功率谱分量和总功率的表达式与 和 式一致
,

只要将
,

和

分别用
, 。

和
。

代替即可

五
、

稳态振动分布函数的确定

利用上述公式计算激光的强度和功率特性时
,

必须知道分布函数的具体形式
,

从

式和 至
,

式出发
,

利用 式可以导出辐射作用下分布函数满足的非线性积分

方程式

,
了 。 “占 ,

一 。‘ 占
· , 。 , 一 、

乏
, , 巾占

, 了 , 中

梦
, , 。 ,

夸 夸
,

其中

梦
。 小一‘

一

心。
。 乞、务

夸 , 若 人,

。

心兑
夸 , 杏巾 。

对于均匀和非均匀加宽同时起作用
、

频谱分量
。

与相应多普勒型线中心频率 内
。

相重

合的情况
,
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。

。 ‘,

舀 夸必

一

丛 亚
一一 渠一份 ,

△”。丫 “ 了砍了
一

干兀万舀歹
△, 、 , ,

八
, ,

、
一

—
气 十 一

乙 ,

△鞠‘ 人
了

护口‘、、、

其中 ‘ 。
,

了夸
,

人
,

与 妇 的关系见
,

和 夕 式 对均匀加宽极限 △枷 △枷
,

”
, 毋简化为

, 一卫二 一 、
十 豹 一 蜂一 刃己空土兰业乙

。

。 ’

夸十
一 ‘ ’ 一

姚 中 」

对非均匀加宽极限
△

△, 刀 ,
叶 。

,
梦简化为

右 。 互 舀

石舒若 蔽 、
, 萝 萝 「

,

、
,

一丁二二、

—
一 早

—
、九赶 一 —

一
产

‘

△物‘ “ 。 ‘

互十

二里土工业笠经一
孟

咬压三兰工土 兰夕
中‘ 」

礼 一
生一、
厂 一

舀 占 尸、。 。老占
。 ,。

。 毋

杏 夸
。

少 南 ‘ ’ 一 。
, 。一

、

扩一 翌丛
竺之卫且 、

一

左

非线性积分方程 具有物理意义的解必须满足

制条件 对于均匀加宽极限
,

式简化为

。 , 梦 , , 。 ,

夸 的限

, 八 式 少 垃 二 ‘匹兰三二五
” 。 卫 、互土

、 —
, ‘ 「丁一

,

、 夸 卜 ,

,
夕 十 夕 十 夕 孟 雪 十 岁 十

杏 畜
‘

翩狮耗
,

即
。 ,

卜 恻些、一
。时

,

积分耀 和
,

简化为
、 夕

。

, 。 “占。了 , 占。 才 。了 。 一 ,

。 。 小占
。了 。 中

。

一旦由 式求得辐射作用下振动分布函数的解
,

辐射强度谱分量
、

功率谱及辐射

总强度等量即可根据上文及下文给出的表达式求出
,

并对它们作出解析的讨论 这样就

把振动弛豫和多频共振辐射相互作用过程的近百个联立积分一微分 方程组的繁重计

算问题
,

简化并归结为求解一个非线性积分方程式 的问题

积分常数 的确定 共振辐射能级范围 , ,

八 内的分布函数解即 式的解
,

在
。 , 处应与 。 毛 的无辐射分布函数相重合

,

从物理的考虑还可以提出更多的要求
,

如 。 处 式解的左导数应与 。 成 , 的无辐射分布函数解的右导数相等等一 提
的无辐射分布函数解可能出现两种情况 一是 的情况

,

对低振动能级
, 尸、 , , , ,

, 十
, 。

与 劣乳铭 。 项相比很小
,

故可以忽略 从原始方程
‘

中只考虑振动一振动交

换就可得到无辐射分布函数解
,

即 分布田

, , 、 ‘ , 、 , , 。 、 丁 「
, 。 一 △石 飞

,

,
戈夕 一 力

,

、 一 、 夕 盖 一 犷
一
于二 一 一一一万不 一 “ 义

了‘

代口一 叹
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卷

,

月
’

—
月 —

,

台一 △石
左 , 乙必

砂 的情况
,

此时分布函数解为

。 , 占,

一 。
” 占, ,

·

, 十 少占
, 了

, 镇
,

,。 。 。 一
, 少

, 。 , ·

中是伽其二了

其中
’ 。 却

常数‘为

一 ,

些 一习
吮

由 和 斗 或临 式求出积分

一 , 互 一 互三二些丝 飞
一

友日 左 」
’

夕
。 。“占·丁 一

” 占, 丁 。 , 一 ,

少占
,

毋

沪
,

尹

丁

︸

可见积分常数 与 和 有关
,

小与振子振动能的贮藏有关

我们能够证明
,

在 。

, 为第一振动能级的振动温度
,

给定
,

则 的大

的量子能级范围内
,

振动量子的净损失率为

“ 一 尸,

十 “
,

,

, ,

黑沁 黝
“一 斌瓮会

警
,

头韶
一 万万黑万

,

故

。七 二〔 一 一 , 十
,

二
‘ 梦 。卜 黝 夕 七

小矛
, ,

‘

,

和 式的物理意义是 振动量子的净损失因平动一振动去活化
、

自发辐射和受激

发射所引起
,

且为 分布极小 , 、 , 处的近共振振动
一振动传输所补偿 不论激

光发射是否存在
,

在稳态条件下 和 式均成立 可见对
“相应 ”泵浦和气温所维持

的稳态分布
,

与激光发射功率的大小无关
, , , 范围的分布函数特性同样不受激光

发射的影响〔 因而能够利用上面导出的振动分布函数对强度
、

功率谱分量和总功率作

出计算

激光发射的最小和最大量子数 和 几
,

可由 一 , 的关系求得 对均匀加

宽极限由臼
,

式得出
。 , 十

,

二 ,

十
。小

以
。

一

—
,

—
占 一

—
一

—
一一

, 十 。 汀。 夕 十 毋

对非均匀加宽极限由 式得出

川 斥 蔽、
, ,

、, , 十 尸
。 , 、

,
二

价

—
、一

— —
肠、几 ,

一

—
,

—
一 ‘ 儿

,

一

—
口

一
‘ △ 。 丫 “

一

, 百
一

, 。中

十 立丛卫三玉巴上
中 ︸
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若
, ,

则自发辐射和振动一平动交换可以忽略
,

于是对均匀加宽极限得到
, 、 一一上一 一
又一

,

丛

对非均匀加宽极限得到
, 。

—上
一 一

△, 。 二
几 一 一 —

,

—一

在导出 和 式时
,

已令 又
,

几〔 , ,

口
。 ,

一 日
,

在每一振动带 , , 。 中可只考虑单一转动线 支跃迁
,

因为与小信号增益系数

最大值相应的 尸支跃迁能量约占振动带反转能量的 外以上
,

事实上 全丛
卫绍立边 、
△

。十 ,

一 李
,

。
,

为振动基频特征温度
, , 是小信号增益系数最大所对应的转动量

口 ,

子数 因而 汀 的值可利用小信号增益系数为最大的关系导出〔

,
’

一 ,
’

,
。

, 生 工 玲
日

, , ,

十 工鱼立立一
,

,

式中

,
。‘,一筑

六
、

算

口夕

例

利用上节得到的公式
,

对均匀和非均匀加宽极限计算了振动分布函数和功率谱分量
,

见图
、

图
、

图 和图 图 和图 分别给出了均匀和非均匀加宽极限下
,

有激光辐

射与无激光辐射时的振动分布函数曲线 图 和图 分别给出了均匀和非均匀加宽极限

百卜‘
朋刘钊

。一欠
舀

沃

、

、︵自

口

吕 奋

图 均匀加宽极限下的振动分布函数曲线 图 均匀加宽极限下的功率谱分量

天 二
, 盛 友了 ”

,
澎

·

,

中 。 二 火 一里 ’厘米
,

秒
,

,
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叨眨

工‘

之沃

石

、︵自试

欲一 日 占曰 占 盛 占 ‘ ‘

图 非均匀加宽极限下的振动分布函数曲线 图
‘ 左

非均匀加宽极限下的功率谱分量
, ▲ 左 二 ,

澎

下功率谱分量的相对值 命
,

及其随量子数
,
的变化特性 对均匀加宽极限

杯
,

,

丫瓦 了瓦 一丫及灭
, , 乙了瓦

, ,少

。 。

。

了
,

、儿 ,

一

—夕 十
互生上卫工 一

讥

, , , , , 。

, 少

对非均匀加宽极限

,

一
。

,

丫瓦十 了瓦 一丫天凤
千二 ‘人认

,

‘

八 乙 式 一了厂 岁
万

, ,

。

、 ,

〔, 声 , 了
,

入 、儿 ,

一

—
—

一 ‘ 飞儿
,

一

—夕 十 广言 夕

器 六了马
’

二岔胃岩竺号业
、口

一
, 、

。

十
,

油
,

丫
州

一
, 十 毋

计算中使用的 非谐性振子的分子参数为
,

吕 一 占
, 。 , 占‘

台 一‘ 尔格
,

△ 二吞
’ , 日

,
。 , , , 。 , ,

口 , 乙 。入 ,

仇
, 一于干

, , ,

和
, , ,

献文考

的数据及计算见文献
,

图

参

给出的结果与试验川和精确数值解 卜 基本相符

蓝

‘

「

, , ,

,

夕

才 乙
,

叩
,

一

。

。

以 “ 八 ,

中
, , 几 , ,

“ 即
, ” , 几 ,

才 乙,

留刀丑
, 一 ,

,

尸甸碗
,
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「

中 八 工 ” 八 ,

从 中
, ,

认
, 一

亡 乙
· , , 一 ,

, , “ 砂 古 ”
,

乙, 忍 ,

只
一 ,

一

泥 落才肠才 皿 几 几玄名
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呢落昭

亡 脱
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·
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二
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