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微分方程公式的机器推导

刘 尊 全 秦 朝 斌
中国科学院应用数学研究所 中国科学院力学研究听

摘 要

木文阐述了微分方程公式推导程序系统的算法
,

这个系统已经实现
,

并成功地用

于极限环的研究工作 作为一个具体例子和验证
,

文中给出了右方为二次多项式方

程的机器结果
,

并指出了 所发表结果中的符号错误

本文是微分方程公式推导研究成果的第一部分

运用高速计算机
,

进行微分方程的公式推导
,

是数学研究工作的重要进展 在常微分方程

的研究工作中
,

有许多关键性的研究与判定需要大量的公式推导 例如在 第 问题

中「
,

为了研究极限环的个数
,

需要考虑从奇点跳出极限环的个数 , 这个问题又与中心和焦

点的判定相联系〔 在研究运动稳定性的问题中
,

需要作出相应的 月二 函数
,

所有这些

关键性的问题都需要进行极其复杂的公式推导

虽然从原则上说
,

这些工作都有固定的方法可以遵循
,

但是由于计算复杂
,

工作量大
,

所以

具体化的结果却很少 例如方程式的右方是不高于二次的多项式的情形
,

其一般形式的中

心与焦点的判定量
、

有关的 月二 函数至今没有在文献中出现过 特殊的形式
,

如

乃 洲 的工作 「 推导中出现的符号错误
,

长期没有被人们所复验过 这种符号之差直接影响

到稳定性与不稳定性的区分
,

也关系到极限环可能出现的个数 只有到最近由于极限环个数

的研究
,

通过特殊数值计算才发现这一事实 由此可见
,

原则上可行的途径
,

由于推导过于

复杂
,

加上人为的出错可能性极大
,

以至可能性长期没有转化为现实性

大型高速电子计算机的出现
,

为将这种可能性转化为现实性开辟了道路 本文及今后一

系列的文章
,

将报道这一新方向的具体成果
,

为有关的研究工作者 理论工作者和应用工作者

提供大量可供应用的公式

一
、

机器推导的算法 「

设给定文字方程组

贵一
, 十

·
, , 一 , ’十 “必 , “招 ,

登一
十 劣 , ,

一
二 十 , 十 乙 , 十 乙 ,

本文 年 月 日收到
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要求 月朋 函数

三 、 , , 一 艺 凡
, , ,

共中

二 , , 一含
一 , ,

,

, , , 一 万
,

,

, ,一灸, 左

将 二 ,

力 沿方程组 的积分曲线对 , 求微分
,

有

丝互全匕业 一丝 今丝 起 丝鱼丝 血
夕

一

鑫煞边
夕

一 ,

鑫
旦瓮边 一 一

,

夕一

严备卫
夕一“愧尸

·

十旦弩卫 、
二 力

兴尸以 劝
十

,

二

鲤会业
「

一丝聋务业
· 十 旦气子业双

一 , ,

十 旦

号边
二 , , ⋯

丝会业
, 一鲤晋卫

·

丛会丝
一 , ,

十丝哥迎
一 , ,

·

现在命上式中每一个括号项为零
,

依次求解出 , ,

力

这里有两种情形
,

即 为奇数或为偶数
,

它们有本质的区别 为奇数
, , ,

力 一定有

解
,

为偶数
,

则只有方程组
·

的系数
,

⋯⋯
,

乙 , 满足一定的条件时
,

凡 二
,

力 才有

解 我们进行公式推导的目的 就是要找出这些条件
,

以及相应的
,

已知 凡
,

力 一 生
,
尹

,

可以依次求解 凡
,

凡
, · · · · · ·

一般如已知 凡一
, , 夕

、

。

要求 , , 夕 ,

即要求

旦
,

力
二

口丛鱼过
,

一
一

叹一 — 一
一。

—
九 一

‘ , 、 ,

口
, , 二 ,

一

一 —
一一

或

艺 , 一 左 , 、二 ,一 左一 , ,“ ,

一 艺 左
, 、 ‘一“ ‘ ,“一 ‘ 艺

,
,

, ‘一“ ,“ ,

右方 句 。为已知
,

左方 九
, 、为待求的
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当 为奇数时
,

九
,

, 左
, , ,

⋯⋯
,

户为 个
,

即偶数个
,

它们自动分为两组
,

即
, , , , , , 、 , , , , ,

⋯⋯
, ,

, 和
, , 。, , 咨 , , , ,

⋯⋯
,

川一

每一组又自相联系
,

具体有

一
, , , 左, , 。,

一 , ,

一 ,
, , 人 ,

,
, , 一 一 , , , 乃川一

和
, ,一 ,

,

,

一 一 , , 一 , ,
, 一 , 石, ,

,一 ,

一
, , , 。 石,

上面两组方程都是三角矩阵
,

可以依次解出
,

, 、, ,
, ,

⋯⋯
, ,

,和
, ,一 , ,

, ,一 ,

⋯⋯
, , 。

当 夕为偶数时
,

九
,

左 。, ,

⋯⋯
,

户有 十 项
,

即有奇次项
。

这时也分为两组
,

即
, , 。, ,

, ,

⋯⋯
, ,

,

和 ,
, ,

九
, ,

⋯⋯
, ,

, , 一 ,

前一组是手十 个量满足冬个方程
,

故一定有解
,

例如取
, , ,

则可依次解出
’

一 一
’

一
’

一 ”
‘ 一

“
护

一
‘ ’ 了‘ ’ ‘ 一 ” ’ ‘ ’“ ’

’

一
,一 , , ,

,一 ,

⋯⋯
, , , , , ,

问题在于后面一组
,

它有冬个量
,

但要满足
乙

个方程 因此
,

如要有解
,

即方程组不矛十一

盾
,

则必须对 凡 加上一定的条件
,

也就是要对 。 。 , ,

⋯⋯
,

力加上条件
,

这种条

件
,

即为所求的判定条件 具体作法
,

则最后一个方程

例如由前冬个方程依此解出 九
, ,

九
, 、 ,

⋯ ⋯
艺

,
,

,一 石,
,

即所求的条件 记 、一 、、一 , 一 人
,

‘

这样作了以后
,

对于偶数 , 〕斗
,

即有

, , 一 艺
, , , , 、 , 、

少 二丁 气
“

十 犷夕,

艺

譬一豁贵
十

箭贵
一 护 十 “ 护十 ” ”

‘ ’

十
。一 ”

十
’ ‘

”
’ ‘ ’

这里 叭 都是 式。
, ,

⋯⋯
,

的齐次多项式
,

不难用数学归纳法得出肠 是 乙
,。

的

。一 次多项式
,

因此 玖护 也是 。 的 左一 次多项式

这里
,

力 一 常数 在原点附近是封闭曲线族
,

它们可以作为求解运动稳定性 的
月 函数

具体判定法如下
,

不稳定
,

渐近稳定
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。 , , 。,

不稳定
, 。,

渐近稳定
, , , ,

不稳定 , ,

渐近稳定
。一 、 。,

根据 励 阳 的结果
,

这是中心型稳定
,

但不是渐近稳定

二
、

一个具体情形的结果

为了不失普遍性
,

不妨用旋转变换

杏 一 夕 乡
, 刃 夕。 口

将方程组 化为“
,

妇 的方程
,

只要取
,

使
, ,

则可将方程 中的方程化为特别形式 即使方程 中的两个系数 乙 , , ,

故可减

少一个参数
,

而不失普遍性
,

即参数降为五个 乙
, , , , , , ‘

现将这种特别方程写成下面的形式

一 一
‘

一 , 乙‘ , 一

一 一 , 。 夕 夕

一夕一
︸
浮一、,‘几

这种写法的好处在于
,

求
, , , , , 、 , , , 、

二
, ,

孚丁一 十 双一 云 一 乙‘ 一 戈“ 十 少 宁 又“ 十 ‘口 十“ 泛 ‘挤 一 ‘

只要 乙
弓一 “ 一

,

则箭
十

哥
一

·

即得中心
,

可以简化验氯

经机器计算 详见后面之附录
,

结果如下
, , , ,

一 — 乙 ‘ 月
门

—乙 “ 一 — 乙式 乙 一 乙
‘少

,

有 项
,

按 乙 的升幂排列有

一 乙 乙月乙
丫 , ,

一 — 乙令‘ ‘ 十 —乙 ‘ ‘ 布
十 土 岛以

,

一 江
、月

一一

一
一爹
召 十 鱼

,乙圣
,

乙一
一十

斗
,

—乙 乙云

、、
一一灼、乙 , 一 乙军 一 乙 言一一朽十

工 乙 十
乙 ,

——乙
飞 月一 —

‘
一

, , ,

一 二下 乙 乙 气‘ 一
‘ 、一 ‘

, 一 户
飞一万 乙弓、 〕

一 乙 乙才一 —
乙 一 ‘ 乙

,

下 了丁 乙 弓戈一 ‘
。 。 ,

一

故
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乙 乙、一 乙办
、十 乙 一 , 乙 十 关

,一巧
一一

为 乙。 的二次齐次式

,

或记

夕飞 一 —‘
二

、

一 乙。
, 。

一 莎, 莎。
,

从一六
“ “ “‘ 一 , “

寸 “ 一 “办
·

再其次是
, ,

它有 项
,

其中含 乙
,

的有 项
,

不含 乙
,

的有 项

含
,

的 项
,

利用
, ,

即利用
, 乙祖

,

均自动消去 注意

乙 乙犷 乙。 乙爹一
, 乙 爹一

‘ · · · · · ·

一 字

故只要研究不含 乙
、
的项

,

这时利用 莎, 一
,

则有
, 一 一 , 一

用此式可将 降到最低次
,

即 从 叹乙
、一 乙力一 一 , 一乙 与 乙

, 一
,
。

中不含
,

的项有 项
,

按 之降幂排列
,

并用 莎
, ,

将 的方次降低 含 乙 的

二项

乙 一 斗 一杀
乙 “ 一 , 一韶

一 , ,
’ 斗 “ 一 ,

“

的 项

‘ 乙 一 。 乙呈一 乙 乙 乙忍

育一 宕一 孟

, , 、 工 , , 、 , , , , , , , 、

不 甸绒
又 一 ‘ 八一 ‘ ””甸 十 , 。玩

的 项

一 一 ‘ ’ 一 ,

乙斗 一 一 一 蛋 乙 一 孟

︸

含乙

含

乙 孟 一 孟乙 委一 乙 且一 乙言

, , , , 二 二 、

—
乙玉‘ 又又劫 一 乙

‘少 月

—
乙 ,‘ 二气‘ 刁 一一 ’

斗 笠一 孟

一 卫业丛二业 粼
‘

忆
、

一 乙
‘

十上卫乙“ 乙
、

一 乙
‘

丫 以 一
一 ’

一
十 乙

一 一 孟一 乙璧 乙 乙。一 乙孟

含 乙 的 项

、长
“ “弓‘“ , ‘ ”“ ,一 乙 十 言
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口 一

一
十 乙璧一 斗 孟乙 一 孟十 乙言一 瑞

一不
乙 ,“ 戈乙

’

一 乙‘少“ ‘” 芝十 ‘ 戈十 乙‘。乙 ,“ 一 ””〕‘ 了
·

合并上述 项得到
,

在 莎
, 莎,

一 条件下
,

莎 一
泰

斗 一 ,
’ 乙’一 , 。乙 ‘ ““,

一 一 鱼 。 乙 一 瓜
, 乙。一 一

而
莎 莎

, 十 巩

这里 为 几
。

的二次齐次式
, 。 为 乙二 的四次齐次式

总结得到
、 , , , 、

云 一 立 乙
、

一

莎一 乙
,

乙 乙 一
‘

‘ 十 一 力

莎, 一手
“月 “ 一 乙 ’ “ 乙 一 “‘一 ““,

·

莎, , 莎,

】。二
,

莎, , 。、
,

、

现在可以和

从

的结果对比
,

朋 所用的方程化为

一 夕一 几 又 几 夕 又夕 ,

一 十 灰 几尸 十 几, 十 几 一 凡尹

公一才一一一、‘饭

先, 一 时有中心焦点的判别问题
,

以 一 代 即为方程
,

稳定性的性质不变

化为极坐标有 一 甲 , 夕 户 甲 ,

心 户 神
甲 甲

, 甲 一又 ,甲 又 又 。 ,甲 甲 又, 又 又 甲 ,甲

一 又 甲 ,

及 甲 凡 ,甲 又, 几 ,甲 。尸 一 几 一 又 甲 ,甲

一 免。 甲

求初值为 甲 一
。

一 。
的级数解

艺 。了
, 。 沪 ,

‘, ,

其中 两 试。 又
, 风

当 凡
,

。 , 二

,

”

凡

叭 又
,

得到

。 , 二 、,

, 。 , 二 又, ,

石
, 。 二 又, 石日又

, ,
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, 年

, 、 二 又,

二 , , 几

夕

瓦
一

十 压氏”
,

一 石, 石尹 ,

“ 、 又, 石藏
, , 云, , , ,

石, , ,

一二 凡, 又 一 兄
,

石,

一六
‘‘魂 ‘ 一 礼 , 补十 ”‘ 一 ,‘

·

,
,

石 一
令
‘‘ ‘一 ‘ ‘ 、一 、 一 、、

的稳定性
,

即 增加时的行为
,

亦即 日增加时的行为
,

故有判据

云, ,

不稳定

石, ,

渐近稳定

石 , 石, ,

不稳定 石
, ,

渐近稳定
石

,

石,

一
, 云 ,

不稳定 石
,

渐近稳定
石, 云 云, ,

为中心
,

稳定
,

但非渐近稳定 将上述两结果对比
,

如表

“ 结果果 本 文 结 果果

。 ,

华 斌
又, 一 切切 ‘

一合
, “ 一 乙 ,,

份份份份份

”, 一弄
又义 又一 “ 几 几 一 又

·

,, 云, 一
去
乙 无 “ 一 。乙 乙 一 。

厅 。 。 。 。 、 , 。 , 。 , 、、

云

一号
乙 乙 “ 一 ,

’ 乙 乙 一 一 无
“““ · “ 厄了“协

, 一 ‘ 夕
一

协残 一
乙碗 一 ‘夕夕夕

由表 看出
,

弓与 认应同号 表中 石
, 与 子

,

同号
, 石,

与 莎
,

同号
,

但 石, 与 孔反号
,

因此二

者符号必有一错 实际上 汤错了符号
,

应该加上一个负号 这一现象
,

最初是在特定的数值

计算中发现的比 现在
,

我们从公式的机器推导中
,

用文字的推导将它揭示出来 这个符号的

差别
,

联系到无限远的稳定性情况
,

可以相差一个极限环的存在性囚
,

因此
,

不能不加以改正

机器推导的其它结果
,

以及有关的 朋 函数将在以后各文陆续报道

本工作是在秦元勋教授指导下进行的
,

徐伟宣
、

史松龄同志参加了初期的讨论 另外
,

冯济

舟
、

张德福
、

赵振纪同志在计算过程中给予了大力支持
,

特此一并致谢

附录 机器推导的
, , ,

输出结果

一 弓 乙 。 乙 乙 。

。 “ 。 乙牛 。 乙 , 乙 肠 。

水 水 、 木

一 一 乙 乙 斗 乙
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一 一

一

一

一

一

一

一 一

一 斗 一

一

一

一 多

一

乙

乙

乙 出
乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

斗

乙

斗

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

乙

水

乙

乙

乙夕

一

一三

一

一

一

一 一

一 一

一 一

一

一

一

一

一

斗 一

一

一

一

一

一

一 斗 一

。

。

关

关

乙

乙

乙

乙

乙

乙 木

乙

,

乙

乙

乙

乙 乙

, 乙

‘

乙 乙

,

,

乙 乙 乙

乙

乙弓

乙

乙 , 乙

乙 , 乙

, 乙

乙

‘ 乙

木

乙 乙 ‘ 乙

乙 乙

乙 乙

透 乙 乙

斗 三 木

乙

乙 乙 关

乙 乙

乙 乙

斗 关

乙 斗

孔斗 术

斗 术 兀
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一夕

一

一

一

斗

一

一

一

一

斗 一‘

一 一

一 一

一

一

斗

一

一斗

一 一

一

一

一

一

斗 一

一夕

一 一

一

一

一 一

一 一

一 一韶

一

一

一

一 一

·

关
,

宋

乙

,

,

,

米

,

。

。

水

。

,

乙

乙

乙

木

。

〕

,

。

二

工

乙 术

斗

‘

、

祥

,

斗

,

水

术

斗

斗

斗

。

未

斗

术

斗

斗

乙

斗

夕

乙

,

弓

关

关

关 长

。

。

苦 关

关

关 关

关

水

乙 关

。

长 关

, 关

。

关 关

乃关
乙 关
。

关

关

关
。

苦 关

关 关
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