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不稳定腔的本征值与本征函数

中国科学院力学研究所 陈嗣熊

提要 本文证明了不稳定谐振腔的本征值与本征函数的存在性 ,

并证明了不稳定腔 的本

征值与本征函数组成可数的无穷序列 同时 ,

指出了文献〔 所提出的 日 近似本征值与 吕 近似

本征函数的概念并不能真实反映实际不稳定谐振腔的损失与场分布
,

并指出了有限镜面不 稳

定谐振腔是具有选模特性的

稳定谐振腔的模式理论已经有了较完善的数学基础 「 随着高速流动激光器的发展
,

具有大的模体积与好的模式控制等优点的不稳定腔已被广泛采用 可是
,

至今尚无满意

的不稳定腔数学理论 虽然对于圆与长方镜面的不稳定腔已作了不少数值计算【一 ,

但方

法仅适用于较小的 数

由于不稳定腔的积分方程的核是非 的
,

这给不稳定腔模式的理论研究带来

一定困难 正如文献 【 指出的
,

它使不稳定腔的本征值与本征函数的是否存在产生疑

问 为此
,

文献 〔 引人了 近似本征值与 近似本征函数的概念
,

希望利用这一概念来

研究不稳定腔模的存在性与本征值的特点 文献 【 利用 。 近似本征值与 近似本征函

数的概念
,

指出了对于大 数
,

不稳定腔的损失可以做到任意小
,

且不稳定腔失去了

选模的能力 因为满足 引 的 又皆是不稳定腔的 近似本征值 这些结论显然与文

献 的结果相矛盾
,

也与 等 ’所提出的不稳定腔在选模上的优点相矛盾

一
、

不稳定腔的本征值与本征函数的存在性

对于矩形对称的不稳定谐振腔
,

模式的本征方程在直角坐标系下
,

可以分解成两个形

式相同的一维方程 设本征函数可以写成

必
, 。

这里 “ , 。 满足形式相同的积分方程
, 二 ·

卜 ‘ ‘ 立
,

一
“ · ’

二
’
卜 一 , ‘

这里 一
, 幻 , , 一 刀 , , , ,

分别为镜 与

的曲率半径
,

为镜 与 , 间的距离
,

是镜 才 的 数 令
。‘二 · 二 ’ 二

这里
。

一 生 一 奥、
, 。。

为等效 二 数
,

为不稳定腔的放大倍数 对于非对称
、

腔
,

这样
,

积分方程 成为

年 月 日收到
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一
‘
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它对对称的与非对称的谐振腔都适用 显然
,

积分方程 属于 第二类积分方

程 文献【 证明了激光器的积分方程的基本定理

幼邝‘、基本定理 设核
,

力 在 口 镇 成
, 口 毛 上

,

对任何一个变量是指数

的 连续
,

则如果 的迹不等于零
,

第二类齐次积分方程

至少存在一个本征值与本征函数

一 , ,“ , , “ ,

文献【 也指出
,

如果积分方程 的 行列式 劝 所构成的整函数的阶 拜

满足 那 ,

则可以断言方程 存在可数无穷多个本征值与本征函数

积分方程 的核为
尺 , , ,尸 合 一‘二

‘ 一 ,‘

显然
,

核 在 一 镇 提
,

一 蕊 夕 钱 上
,

对任何变量都有连续的偏导数
,

且偏导函

数在 一
,

一
,

上有界
,

故核 满足 。 的 条件〔 ,

】
, 夕 一

, 夕,

】 才 】夕 一 夕

这里 为某常数 这一点也可以直接把式 劝代人式 约的左边
,

把实部虚部分开
,

利用三

角不等式
,

并分别对实部与虚部用实变量函数的微分中值定理进行验证 现在来看核

的迹

一 三
、 · , · “

一 三
, ‘ ,‘

· 了二材

一
’
‘

“·

一 ‘ ,‘
, 。。

一 ‘一 寿
’一 ‘

一
‘

二
·‘一

一 —
“

踌

我们只要能证明方括弧中的实部或虚部不为零
,

则 就恒不等于零 事实上
,

令

。 一 二 、 一 工丫

则方括弧中的虚部为
‘ , , , 了

,

、
一 汀 厂 屯 一 一丁 “

一

, 一万不
飞 一 — 】 兀 尸

材

一
, ‘ , 一

六
“ 一 ·

署
“ ,

设 。 毛 二 ,

为零或某正整数
,

则
”

嘿
, 一 氢

‘“

日

甲 “ “ 左,

显然
,

当 友等于偶数时
左 〕二

”

渭向
二

矜
仰

署
“ , ”

而当 左等于奇数时



年

‘左 , ” 一

下二 体
交,

甲 夕

且恒有
左 二

兽
浮,

〔左
, 、 、

⋯
,

一 」
产,且刀,月,盆石下

浮· 、 〔” ,

胜 了丁 万于“

盯日日

故恒有
广 二

。

半导浮,

口 “

因此
,

证明了核 的迹 等 由基本定理
,

积分方程 至少存在一本征值与本征函

数 文献〔 指出了整函数 劝 的阶 产 满足
群 「 十

一

由于核 满足 条件 幼
,

故
,

拼 满足 那 ,

因此
,

积分方程 存在

可数无穷多个本征值与本征函数

文献 估计
,

积分方程 的本征函数如果存在的话
,

可能也是非常稀疏的 由本文

的证明看到
,

这一结论是不正确的
,

积分方程 的本征函数有可数无穷多个

二
、

不稳定腔的本征值

当谐振腔的二镜面尺度都为 时
,

模式满足的积分方程可写成

二
·

卜了轰二二一‘

轰“ ‘’一‘”· ·, ‘

并对

在 一
,

】 众 存在
,

将式 两边取共扼复数
,

将所得式子的两边乘式
,

上取积分
,

可得
广十 ”

“ ‘ ’“

一

刹刽划争
一‘轰“ , 一

歉
。

矗 ‘, , 一矗,’ 。 。 · ,
,

、, 、
·

、

经整理得

丫 , 二 丫

一 十 ’ 十‘ 十 ’ 。一 ‘

轰
· , ’

一 ’澎 。一 ‘

畏“‘·’一 ””“ , · ,
,

浮, 、
‘

几 一二 一 , 一 ,

由于
工 ‘ ’ 。 ,‘

一
》 , 一 ,

’

一

兀 一伪

故

弃
’“ 。‘

径
’‘’一

‘ ’ 一 。 夕 一 , ‘

儿乙

把它代入式
,

得
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笠
· · 己

一 二二
。 , 一 , 尹

一 ‘
轰“‘”一 ’‘ ”· , ·‘ ,

’

“ , “ ,
‘

故 了尹 一

即当镜面尺度为 时
,

本征值 丫 的模等于 对于有限镜面的不稳定腔
,

一般都有衍射损

失
,

因而有 川
,

并应该具有选模特性 文献 的结果指出
,

当 数充分大时
,

满足 川 一 的每一 丫 都是方程 的 ￡ 近似本征值
,

因而谐振腔失去选模能力 这一结

沦显然与不稳定腔的特点 〔 相矛盾

三
、

对 结果川的讨论

吞 一

李
,

汀 , ‘。一‘二 ·‘

一
,‘、 , 浮,

二 扩 一 ,

文献 「 用 变换的方法证明了
,

当 数很大时
,

恒有
人 材 一 对弓 材 。 二

这里 。

满足 对于任意小的正数 。 ,

只要 数 充分大
,

就有
十伪 。

〕
一。 , ’“‘

赢
这表示

,

当 数充分大时
,

对不稳定腔可以采用 等 〔 所提出的几何近似 文

献【 用积分对 数的渐近展开亦证明了类似的结论 但 山 的结果并不要求

为慢变函数 ’若采用 提出的 近似本征值与 近似本征函数的概念
,

显然
,

当 很大时
, 。

完全可以忽略 文献 〔 证明了当 川 一 时
,

对于任意小的正数
。 ,

可以找到函数
,

使

二、一‘。 一 、
·

,
’ 二

兰

对任意满足 川得到满足 由此
,

文献〔 得出结论 当 充分大时
,

的 近似本征值
,

因而谐振腔失去选模能力

的 又都是方程

但是
,

若不采用 ￡近似本征值与 。近似本征函数的概念
,

而直接在几何近似下 即在

中忽略
。

项
,

用原始本征值与本征函数的定义
,

则由式 得
、 一菩

由式 可得
二 又一 , 一咨 ’

把它代人式
,

得
一‘

对一 告 , 劣 对

继续由式 求出 的表达式
,

代入式
,

可得
义 一 , 一

粉
劣

以此类推
,

最后可得
。 一 一 , 一蚤

·

材
·

这里 为任意正整数 设 川 且 在 一
,

上连续
,

则由式 得
一晋 材

,
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由于
,

连续
,

故对任意
,

令 。 、
,

都有

二

故

二

这就证明了 】刘 的 又,

不可能是几何近似本征方程 的本征值 这也说明了
,

当

很大时
,

不稳定腔还有衍射损失 它应该还具有选模能力 但文献 却得到当 川

时
,

可找到 幻使式 成立 这说明 。 近似本征值与 近似本征函数的概念
,

并不能真

实反映谐振腔的损失与模 事实上
,

文献【 在找 幻 时
,

引人了函数 它满足
,

当 毛 一‘

或 时 且当 在 【 一 , ,

中时
,

有
‘

拭州 、 , 一 粤 , 是正整数

对于任意小的正数 。 ,

文献【 使 满足
。丫

令

一 艺 、‘、备二 “ ,

这里 引
,

由此

甲
, 一、, 一

不
、 二 、 ,一 , 、, 一 二 二 、 一 粤

夕

喻
一一

’

一 ”
‘ “

喻一
’

一
‘

”
‘ “

矗
’

一 ” 一

由函数 力 的定义
,

显然有 假定函数 力 在汇一
,

上连续
,

则由式

得

歹 一
专卜 击

一
洽

一 ,一 , 一
矗

‘

这里 蕊 歹毛 一 当 ￡ ” 时
,

由式
,

”
,

因此 歹”
,

故由式 ,

因此
,

这样求得的 近似本征函数
,

当 ￡ ” 时
,

在 点有第二类间断点
,

因而

并非我们所要求的本征函数 这说明对于不稳定腔的积分方程
,

近似本征值与 ￡ 近

似本征函数的概念
,

并不能实际反映谐振腔的损失与场分布 事实上
,

还必须要求
,

当
。 , 时

, ￡近似本征值 又。

与 近似本征函数
。

劝 的极限存在
,

且极限函数 幻 连续

因此
,

我们认为文献 〔 的结论并不反映实际不稳定腔的特点
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