
部传保 俞 刚
中国科学院力学研究所

一
、

前 言

随着电子计算机的广泛应用
,

样条

函数理论及其应用〔 也就迅速地发展起来
,

并

成为当今数值计算中的一个有力工具

在数值计算中
,

对于非等步长的运算
,

如果

采用常规的插值多项式来进行内插
、

数值微分

或积分
,

是十分繁杂而又很不可靠 而且
,

更

为重要的是
,

分段插值只能保证函数的连续性
,

而不能保证曲线的光滑性 这对很多不仅要求

函数本身连续
,

而且也同时要求其一阶导数甚

至二阶导数都连续的问题来说是不合适的 比

如高速飞行器的翼型
、

冲压发动机的进气道
、

风

洞的喷管以及在各种叶轮机械上 使 用 的叶片

等
,

都是要求外形光滑的 采用样条函数来进

行计算
,

就能克服上述毛病
,

并且计算简便
、

可

靠

三次样条函数是计算简单而又应用最多的

一种样条函数 实践证明
,

它在函数内插和数

值积分的基本运算过程中
,

是一非常有效的工

具 特别是由于它具有强的收敛特性
,

因此
,

在

数值微分中表现出来的优点就更为突出

二
、

三次样条函数

样条函数的概念来源于绘图员在绘制曲线

时使用的样条 这种绘图员样条是用木头或其

他材料做成的
,

可随意弯曲

绘图员为了将一组点 样点 连成一条光滑

曲线
,

往往用样条先把相近的几点连起来
,

再把

另外一些点也连起来
,

并使接头处保持光滑 这

样逐段连接
,

就把所有的点连成了一条光滑曲

线

因此
,

所谓样条函数
,

就是将绘图员样条绘

制的曲线进行数学模拟而得到的一种函数 进

行这种数学模拟的根据
,

就是把绘图员样条当

作弹性薄梁来处理

我们知道
,

弹性薄梁在受力变形时
,

其弯

矩 可以表为

其中 为杨氏模量
,

为几何惯性矩
,

为

变形梁中性轴的曲率半径 在小挠度情况 下
,

,,

因而
’‘

其中 ”
’

为变形梁中性轴的二阶导数 对一

定的梁来说
, 、

皆为常数
,

’ ,

除了把样条看成弹性薄梁外
,

还把样条必

须通过的各样点比拟为梁的简支点
,

由此可以

得出一个重要的关系
,

即样条 梁 变形时的弯

矩
,

亦即其二阶导数 ’
, ,

在各样点

简支点 之闻的变化是线性的 这从数学的观

点来看
,

就是用变形梁的中性轴来代替绘图员

的样条
,

同时用一分段的三次曲线来逼近中性

轴

三次样条函数的数学定义
,

可以这样来描

述 设通过一组点的 曲线 在 区间

〔。 簇 簇 上连续
,

并具有二阶连续导数 如

果能找到这样一个函数战
,

它在区间【召
,

上也具有二阶连续导数
,

’

同时在每一个子区间
一 , 无

, ,

⋯
,

上都是三次曲线

并满足 , , , ,

⋯
, ,

则称函
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、、了户了、

、数 为曲线 的三次样条 函数

根据前面的讨论和样条函数的定义
,

就可

以建立三次样条函数的表达式 习惯上用 ,

来表示 ’’
,

因为样条函数 的二阶导

数 “ 在区 ’ ,一 , , , 上连续而且 呈线

性变化
,

故可以写出

’有 , 一

知 岭 气
兰二

’ 为一警
、 , 一

鲁城
十 里坦二里卫
石

,,

一 丛二丝 二二丝口 ‘
吞

’

石,

其中 石, , 一 卜 , , ,

⋯
,

将方

程 积分两次
,

并根据函数连续的条件
,

即

‘ 、 ,一 , , , ,

确定积分常数后

可得

一
、

互乙止卫立 互丝二丝已艺
乃

’

石,

因为函数
一

在样点 处的一阶导数连续
,

即 ’ 力 ’ 广
,

由此得到求解的系数 ,

的方程

么 , 通已二也
, 。、

一 一

‘

,

一罕
丛彩

怀
一

鹦各
目

履户
已

,

一 、 ,

互乙 二丝卫

、

、 ,

之泛主山之

杆 一 矛 一
护 五护

, ,

⋯
,

一

这是一个关于 十 个未知量 , 的 一

个线性方程组
,

需要给定两个边界条件才能

求解

常见的边界条件有三类

给定函数两端点
。,

刃 处的一 阶 导

数值 ’ 舀
, ’ 砂 孙 但这种形

式的边界条件还不能直接用来求解方程 夕
,

将

其代人方程 可得

十 工匕二兰匕 一
石,
卫止 立笙已

,

方程 竹就是三次样条函数在子区间【戈一
,

为
, ,

⋯
,

上的表达式
,

而方程 匀 和

分别为 在该区间上一阶和二阶导数

的表达式 这些方程中的系数 , 是未知待 求

的 因此
,

必须首先求出系数 , 才能由方程

一 匀 求得在整个区间
召 ,

上的三次样

条函数及其导数

为了求 , ,

可利用函数 战 夕在样点 , 上

具有连续一阶导数的条件 函数值连续的条件

在求积分常数时已用
,

二阶导数连续的条件在

方程 中已自动满足 我们用 了 力 表示

函数 在 区间 义 ,一 , , 右端 点 , 的一

阶导数值
,

用 ’对 表示函数 在区间

〔凡
,

为 ,

左端点 戈 的一阶导数值
,

根据方程

可得

。 。 一

最导亩乙
一 “

、、 、卜 一氯 、一互寻罕
给定函数两端点处的二阶导数值 ’,

犷
,

’’ 沁 或 。 式
‘ ,

芳

若函数在区间 。 ,

上是周期函数
,

而

基本周期又正好是 一 一 凡
,

这时的

边界条件 为
‘ 。 ‘

’ 、 和
‘ , 。

,, 二

方程 的求解
,

在计算机上有现成的标准

过程可以选用 对于非周期函数
,

我们参照文

献
、 ,

导出了求解系数 , 的简单的递推

公式

旦‘二旦迎丛
通 一

, ,

户

其中

· ,

一
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, 一 通己竺巨 玉
‘ ,

入
声二

一
, 七 奋

,一
护

二 ,

一
、

一
众 一

—
, 一 , 吞,

立旦且
,

夕一

对应的边界条件
,

其一般形式为

一 护
一 一 一

十 ,叫

。

一
, , 、 一 、 ,一

性 。

一
, 丈牲

一
丛上卫生送些丝丛二丝上垫业

解

这里的系数
、 。 , 。

及
、
和 、视具

体给定的边界条件形式而定 比如
,

给定 。

石
‘ ,

则 。 , 。 , 刀。 舀
‘

又若给定
, 、 沁

,

由方程 知

,
。 ,一

一 。鱼上卫业业丛土述三二卫些
夕

尤 , 一 一 一 , 乙 一 一

性 付 —

这时

公一

气丹
‘

,

一含
·

一

,,

一 ,一
, ,一 一

解

一 户

。 、 , , 、 一 、 八
口 一 —龟

盯 一

一
咨‘

‘ ’

护一 十 , 一

付
, 十 ‘ ,

一 户晨升
·

依此类推

样条函数 在区间 【
,

习 上的积分

可以直接从方程 求得

类似求解方程 夕 的办法
,

我们也导出了求

解系数 价 的递推公式
’

, 、 二 、 一 乙土二红生 ,

夕一

。 , 吐二二巡边
乡、

些止丝已
,

解

, ,

⋯
,

一

其中

、,产肠口几戈

、,
‘

‘圣

、、卢

曰

侧

八

因此 矛一
入,

八 气卫

、 一 夕竺
主土兰匕 石

,

不二

如
, 。 一 玉
曰

‘

一 、

二

—
二 十

“
刀了

, ,

一
护

灿一如一一 艺 卫
乙土竺七乙 石于 〔一

这对于非等步长的积分是十分方便而又可 靠

的

以上结果都是用二阶导数 , 作系数来 表

示的 也可以用一阶导数 钩 ’ 凡 作系数

来表示样条函数 从方程 分 可以导出这两种

系数相互之间的关系
,

然后依次代人方程
、

和
,

就得到用一阶导数 钩 作系数表示的

三次样条函数及其导数

相应的边界条件为
。一 勺 啦二止哎七二

其中各系数视所给边界条件的具体形 式而定
,

若给定 “ 。 , , ,, 、 井
,

则

水

柳衬 十 形 一

互味户
一

合
一

气兴 多
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这时边界条件 中的系数分别为 。 外
,

一 八
, , 一 ,,

几

一
一 一

,

方
、、,

、 。。 ‘ 、了 生 。

—

叮 —几
孙 一 一

汤 誓
·

余类‘
·

对于周期函数
,

求解系数
,

或 所 的递推

公式比较复杂 ,况且
,

这种情况在实际计算中并

不常见
,

我们也就不另介绍了

三
、

问 题 讨 论

前面
,

我们已经得到了分别 用 和 构 作

系数的两种形式的样条函数 从推导过程来

看
,

它们是完全等价的 只 要给定的边界条件

一致
,

计算结果也应该是相同的 所以
,

应用时

原则上可任选一种

关键的问题是如何恰当地给定求解样条函

数系数时的边界条件 这里所说 的
“边 界条

件 , ,

实际上就是待求函数两端点处的一阶或二

阶导数值 我们知道
,

函数的导数是直接决定

函数变化特性的参数
,

如果不恰当地给定函数

两端点的一阶或二阶导数
,

势必要影响 改变

函数在两端附近的变化趋势
,

从而使计算结果

产生误差
,

严重时会使函数在两端附近出现不

合理的跳动 所以
,

在给定边界条件时
,

一定要

力求准确
、

恰当

前已述及
,

对于非周期函数
,

常见的边界条

件有两种
,

即给定函数两端点的一阶或二阶导

数值 考虑到有两种形式的样条函数
,

根据方

程 和 。 ,

这些边界条件的形式可以写成
一 。 毛

,

或

能得到满意的结果 我们通过多种算例试算的

结果也都证实了这一点 但是
,

在有些情况下
,

对所求函数的特性并不十分清楚
,

因此
,

很难确

切给定两端点的一阶或二阶导数值
。

这就提出

了如何近似给定边界条件的问题 我们在试算

过程中用到的近似边界条件有
。 , ,。 这对应于一

阶导数
,

等于给定 。
。 , 一 。 吞 ,

二 卜
, 一 一 丹 这种近似给

法的含意是一目了然的
,

通过算例计算的结果

表明
,

效果较好
。 ,

这相当于给定

一 八
‘脚 。 月州 悦 龟

一
,

脚 十 阴 一
, 、 一 、、 、
一

一
冷

对于只求函数内插或一阶导数还是可以的
,

但

用来求二阶导数或数值积分就不太合适了

另外
,

以 。。 。
, 二 。 一 为近似边界

条件
,

这相当于给定
。十 十 一 十 。,

对函数两端点的二阶导数这样人为的给定
,

显

然是不恰当的 试算的结果不理想

有时
,

由于通过其他计算或分析
,

能确切给

定函数一端的边界条件
,

比如
。

乙 而函数

另一端的边界条件不知道
,

这时的边界条件可

以给为
二 ,

二 ,

犷 , 一 冲一八
·。。一

二 。 , ,,’
· 了 ,’ 一 一 ‘ 、 , 丫示—甲 ,

,

一
。 , ,

八
—

一
一, 一

。 朴
,

或
,“ · “ 一

于护
丸一犯丫平

。 台
‘ ,

或
‘ 一 八 左

, , ,

‘阴 。十阴 ,

一 几

一
一 一

一 公
,

或
·

‘
。 ,

乙协 个琳 一‘一 。 、
一 一

吞
、 玉

如能正确给定上述边界条件中的一种
,

就

或
、

一
。 , ,

八
, 。

一贡戈月蔺习 一 ‘
,

一 一

在具体应用样条函数进行数值计算时
,

我
们用《 一 》算法语言编了一个统一的

计算机子程序 见附录
,

可用来对多种函数同

时进行内插
,

数值微分和积分 实践表明
,

使用

该程序进行计算是非常方便而又省时的
「

最后
,

我们把讨论的一些问题归纳如下

三次样条函数在数值计算中是一非常有

效的工具 特别是利用一简单的计算 机程序
,

就能对各种非等步长的函数
,

同时进行内插归
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整
、

数值微分和积分的计算 而且证明是既简

便而又省时
、

可靠

分别用系数 ,和 构 表示的样 条 函数

是完全等价的
,

具体应用时可任选一种

必须正确地给定求解样条函数系数的边

界条件
,

否则 会使计算结果出现大的误差
,

甚

至产生不合理的跳动
,

但这种大的误差或跳动
,

一般都限制在函数的两端附近
,

当无法正确给定边界条件时
,

只要函数

及其导数在两端点附近的变化不太剧烈
,

而选

用的计算步长又足够小时
,

采用
。 ,

对 一 作为近似的边界条件是比较理想的
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时使用 而
、

二者是同一个含义 当不

受条件限制时
,

应尽量采用最佳化设计 但是
,

由于材料和工艺条件的限制
,

特别是利用现成

毛坯时
,

普遍式也有广泛的用途

八
、

工程设计中的应用

在工程设计中
,

本文所有公式中的 介 均应

以相应筒体的允许剪切 强度 卜 取代之 经

常碰到的实际情况有三种

最佳化设计 此时可根据 幻求得总的

外内直径比 。
,

按设计要求的内直径求得组

合筒体的外直径亡其它各层的尺寸可按 求

得 最后可根据
、

估算各种过盈量

利用现成毛坯材料求最大工作压力 过

盈量按
、

估算的最大工作压力可由

求得

利用现成容器对某种工作压力计算安全

系数 可根据 或 求得热套压力 然

后
,

按 求得各层内壁的最大剪应力
,

将其与

相应各层的允许剪切强度比较
,

即得各层在工

作状态下的安全度
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