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关于充液腔体旋转运动稳定问题的

变分原理及其应用

徐 硕 昌
( 中国科学院力学研究所 )

摘 要

对于任意形状
、

充满粘性液体的腔体绕惯性主轴整体旋转的一般情形
,

导得小扰

动运动的一组线性微分
一积分方程组

.

在 月。 y ofl
B
稳定理论基础上发展的一系列方

法都处理不了这个问题
.

本文应用文献 〔11 中的方法导得这个问题变分原理的一般

形式
,

并得到一系列稳定判据
.

以前不少作者的结果均是本文的特例
`3一 6]

.

本文的变分方法在充液腔体运动稳定性问题中具有较广泛的应用
,

对于线性非

自伴本征值问题原则上都能应用
.

整个充满或部分充有液体的腔体的运动及稳定问题是一个经典课题
.

一世纪前就有许多

科学家研究了这个课题
「, ,

.

近三十年来由于工程问题的需要
,

使这个问题的研究得到迅速发

展 [, 一`」.

处理运动稳定性问题的一次近似法和 几二 y no
B
直接法 对有限 自由度情形 特别有效

.

水yKo Bc 二益 的等效原则可以将无穷自由度问题化为有限自由度间题处理
,

文献 〔4」中包括了

这方面的主要结果
.

实际情形是必须考虑粘性的
.

目前
,

考虑粘性都是局限于大粘性和小粘性

的特殊情形
`61 ,

p yMe 毋 B 的部分变元稳定理论
,

可以变无穷自由度问题为有限自由度间题处

理
.

但此时的稳定充分条件在一般情形可能既不充分也不必要了
`月 .

G r
ee ns pna 的理论是局限

于壳体运动已知条件下求解边界层方程 7[]
.

本文所得小扰动运动方程式是一组非自伴线性微分
一
积分方程组

,

直接求解是困难的
,

上

述方法和经典变分法都无法处理
〔`

:8J 应用文献 f l] 的非自伴算子变分方法
,

可以处理这个 Qo

十 3 个自由度的问题
,

最大优点是可以不必求 出本征函数具体形式就可判定不稳定本 征 值 的

存在
.

文献 [ l] 的非自伴算子变分方法是固体力学中伴随变分方法的进一步发展 gJf
.

两个方

法数学原理是相同的
,

同样都能提供稳定性近似计算的变分基础
,
但在文献 〔 l] 的方法中

,

还

具有 几。 n y nBo 直接法的优点
.

我们所研究的充满粘性液体的腔体绕惯性主轴以恒定角速度乌 旋转作定点运动的稳定
,

壳体和腔的形状可任意
,

只限制两者惯性主方向一致
,

粘性大小也可任意
,

这是相当一般的情

形
.

以前的不少作者的结果都可作为本文特例 4[, 6, `
卜

`刘
.

而本文变分方法对充液腔体运动稳定

本文 1 9夕8 年 1 月 3 日收到
.
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性问题的应用具有一定的普遍意义
,

本文最后还提到了可能的应用范围
.

一
、

问题的数学提法

1
.

基本假设

假设充液腔体在平衡状态绕通过定点
口
的一个惯性主方向以 口

。
作整体旋转

.

下 面来研

究小扰动情形下的稳定
.

首先
,

引人以下三个基本坐标系
.

( )l 固定坐标系 {
口 ,

杏
1,

杏
2 ,

氛}
:
定点

口
为原点

,

旋转轴 夸
。

沿铅垂方向
,

坐标单位矢为 武
,

摺
,

鹅
.

假设壳体和腔内液体重心位置距
口
分别 为 h l

和 札
,

总质量分别 为 M
;

和 M
2

.

( 2 ) 平衡运动坐标系 {
口 , x l , x Z ,

肠 }
: x 。
轴和 夸

,

重合
,

此系相对固定坐标系以 口
。

(o
, 口 ,

岛 )

旋转
,

坐标轴单位矢分别为 i
, ,

九
,

1
3

.

设 尸 为液体压力
,

平衡时满足
:

尸 一 p 。
十 二 必 ( :

2

+ : 孟) 一 户g x 3

( l )

其中 p 为液体密度
, g 为重力加速度

.

( 3 ) 扰动运动坐标系 {
口 ,

式
,

式
,

式}
:
假设充液腔体偏离平衡的小扰动是绕

口
作 定 点运

动
,

相对 {
o , x l , x Z , x 3

} 系以角速度 。 ( 。
l , 。0 2 , ` 0 3

) 旋转
.

在扰动运动过 程 中
,

{
o , x ;

, x ;
, x ; }

和液腔体相固连 ;坐标单位矢 式
,

式
,

式沿充液腔体的惯性主方向
.

假设坐标系 {
o , x

;
, x ;

, x ; } 和 {
o , x ; , x Z , x 3

}之单位矢满足

( 2 )

其中 丫, ,

`; 一 ` 1
+ : 1: `2

+ ` , ,` 3 ,

1
i ; ~ 丫Z t

f
:
+ 1

2

+ 了 2 3
1

3,

i ; ~ 丫 3 l
i

t
+ 了3

声
2
+ 1

3,

~
c o s

( i ;
,

11 )
,

由正交条件有 了; j ~ 一 了, ;
.

2
.

基本方程和边界条件

相对平衡运动坐标系 {
口 , x l , x Z ,

朴 } 列出基本方程和边界条件
『4] :

( l ) 壳体运动方程

设壳体和腔内液体关于
口 的主转动惯量分别为 A l , B l , c :

及 禹
, B : ,

二
.

壳体的总动量

矩 G 为
:

/气、Z、、
目

ó̀

岛岛?0)1忆口G
二 1

G
二 2

功 IA i

一

~ 功 Z B I

一

A l

一 C I

) 了
3 1,

B ;

一 c l

) 了
32 ,

( 3 )

G
x ,

~ ( 切
3
+ C 一,

则壳体的动量矩方程为
:

迫 + 。 。 x e

一
( M

, g * 1
+ M

29* 2

) ( : 3 2,

一 , 31, o
)

d t

产

+ 。 ;【, 2 3( 。 2 一 c Z

)
,

一 : 13

( A Z

一 C Z

,
, · , 一

{
.

月

其中 s 为腔的表面
, n 为其外法矢

,
p

;

为扰动压力
, t 为粘性应力张量

,

l 为单位张量
.

( 2 ) 腔内液体运动方程为
:

四
+ 2。

。
x 。

d t

1 _
/ _ , . _ 、

~ 一 v ` 一 P阵 个 丁 夕 ( 5 )
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其中

、夕、 、尹、、 Z
、、少

6 t l QC O,了、/̀
óJ

`、了`P
,

~ P 一 P
。
~ 产+ 户g x

户 门
, /

弓

一 一 配 6戈 x }十 斌 ) 一 八

连续方程

( 3 ) 边界条件
:

旬 X r
。

另有

。
1
、
一

d i :
一

一 ~ 田 入 幻

召t

3 )

整个问题就是按 (劝
,

( 5 )
,

( 7 )
,

( 9 ) 式和边界条件 ( 8 ) 及初始条件
,

求解 。 ,
P

, ,

.
,

式
,

t Z , I弓
。

3
.

本征值问题的提法

依照粘性流体力学稳定理论来处理上述数学问题
〔’ 3

洲
.

由于这些方程只含对时间
! 的导

数而不显含时间
: ,

所以可以期望有和指数函数
。 `心 成比例的解

,

而扰动边界条件又是齐次的
,

所以能导得 兄的本征值问题
.

如果所有本征值虚部为正
,

运动是稳定的 ; 反之
,

至少有一个本

征值虚部为负
,

运动是不稳定的
` ’ 3

,
’ 角J

.

假设
. ~ 旬

o e i之t

~

以 ( 1 0 ) 式的第一式代入 ( , )
,

= V ( r )
。 `孟̀

得到 :

( 口
: 。 , 。 2。 , 。 、

)
。 “ ` ,

p
,

~ p ( r ) 。 `孟̀ . ( 1 0 )

、 ..̀.厅..且tr.....
,,

、、,/.f
马

、、.声/

一 些渔 e i孟

又

兰乓旦丝

又

亡 i孟才
厂

l
一一

巴望奥
e f 几̀

又

一 些丛
e , ; ,

又
( 1 1 )

_ 子望四
乙 ; ; :

塑卫g 。 ; ` ,

八
` , ` , 几 吕

-

又 又 /
l
、

一一
.口.

以 ( 1 0 )
,

( 1 1 ) 式代入 ( 斗)
,

( 5 )
,

( 7 )
,

( 9 ) 及 ( 8 ) 式
,

得到下达本征值问题
:

i几
,

( 刀
1̀ 。 I 。 , 刀 , 。 2。 , c 1 0 30

) + 兄( 刀
;
+ 召

,

一 C ,

)凤 火 。 。
+

;

(对
, g左.

+ M ,扩
2

) ( 。
: 。 , 。 即 , o

)

+
,
胭} t ( B ,

一 C :
+ 刀;

一 e Z

) 。
10 ,

( A ,

一 C ,
+ 月 2

一 C ,

) 。 二
, 。 1

+ `

{!
· X (一 p ` + , , 一“ 一 “ ,

( 12 )

.

。 , 1
.

o
n

、 , , , 1 ~
工 n , . _ 、

认 v 个 乙“ u 入 y 一 — V
’

、 一 r , 宁 T Z , ( 13 )

甲
·

V ~
·

在 S 卜 V ~ 田
0

X r ,

( 1 4 )

( 1 5 )
: 、 、牡:性应力张量

, 。 , 一
研繁

·
十

赞)
·

容易证明
: 如果 凡,

.
。 ,

V
,

尸是 ( 12 )一 ( 1 5 ) 式构成的本征值问题 (记为 A )的解 ; 则 ; 犷
,

V
水 尸水 也是解

.

下面按非 白伴异子变分方法
“

来处理间题 才
.

咋
,

其时
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二
、

变分原理的一般形式

呈
。

伴随本征值问题 (问题 A+ )

i武 A两
。 , B 夕 2。 , C 、。 、 ) 一 拌 (汉

;

+ 刀; 一 c
:

)几 x 巩 + i ( M
:
护

t

+ M Z
沙

:
)份

: 。 , 几。 , o
)

+ i属 [ ( 刀
:

一 c ,
+ 召 2

一 e Z

)丙
。 ,

(汉
:

一 c `
+ A Z

一 c :

沁
。 , o

]

+ ;

{{
, x

,

(一 。 , + T ,
·

nd s 一 ” ,

( 1 6 )

i产U 一 2乌 x U 一 生 甲
·

(一 。 I + T )
,

·

U ~ O

在 s 上 U }
: ~ 巩 x r ,

( 1 7 )

( 1 8 )

( 1 9 )

其中 T 的分量 Ti , 一 ;

(会
+

器)
, 。 。

一 (口
10 ,
处。 ,

与.)

问题 A 和问题 A 十
具有明确的物理意义

:
如 A 对应右旋情形 ; 则 A 十 对应左旋情形

.

容

易证明 : 如果本征值 产 , 。 ,

U, Q 是问题 A 十 的解
,

则 扭 * ,

*a
,

U * ,

Q *
亦是 A 十

的解
.

下面

可以证明 A 和 A 十
具有相同的本征值系列

.

2
.

变分方程的推导

设 几, ,
. , ,

Vl
, 尸,
是问题 A 的一组解 ; 产

, ,
a

,

认
,

Q
,

是问题 A 十
的一组解

.

以 认 乘 ( 13 )

式两边再对液体所占体积
:
积分

,

再利用 ( 14 )
,

( 18 )
,

( 19 ) 式化简得 :

`; ,

{{{
, vl

.

认、 : + 2

{{}
, (乌 x vl )

·

认 J : + 生
沙
共

J J
层

J Z

十 旦乒
乙

、(旦警平 + 旦警砰、
沙: 一 {{ ( q

·
x ·

)
·

( f f
. ,

了口V
,

.

;

1 . 1 尸 !

—
J尝J \ 。 x i

(一 p , I + 公 )
·

耐 5
.

( 2 0 )

再在 ( 1 2 )式两边乘以
口 。

得
:

i孟李( A
l。 , , ;

几
, :

+ B :。 : ,

八
, ,

+ C , 。 , , 3。
, , ,

) 一 又夕
。

(左
1
+ B ,

一 c t

) ( 。
, ,

八
, :

一 。 , . :。
。 . :

) + i (材
: g人:

+ M
Z

护
2
) ( 。

, , ;。 。 ,
,
+ 。 ,

,

歹
。 . ,

) + i必 [ ( B :

一 C :
+ B : 一 C :

) 。
, , :

几
, :

+ ( A
;

一 C :

+ A Z

一 C Z

) 。
, .

八
, :

]

+ ` J

{{
( q

·
x ·

,
·

「一只, + 二 ,
·

nd “ 一 0
·

( 2 1 )

由方程 ( 2 0 ) 和 ( 2 1 )消去有关压力的表面积分项 :

( ;̀ 了 )
2

!
(A

!切才
, !。

, , !
+ B ! 口了

,

,
· , 2

+ c ! 功 , ,

、
, 3
) +

·

认d r

}
+ 2

{{{
“ (。

。

叭P

尸... ..“声

l
口公

+ ( 、;
!
)
l
一 ( A l

+ B l

一 c l

,岛 (仍
! ,

二
· , !

- 田 !
,

1。一 ,
X VI )

.

认 d :
+ (( {丝 f旦匕

亘
es

十 旦匕止、 旦̀叽止 十 旦旦
卫立、、月一 M(

:

疏
J尝J Z \ d x s d x , / \ d , , d x , / J

+ M
: g几:

) ( 。
, , :。 。 , :

+ 。 ; .

声
。 , ,

) 一 岛 [( B
;

一 c ;

+ B Z

一 c :
) 。

, , :

几
. :

十 ( A :

一 c :

十 A : 一 C户匆
.

八
, 2」~ .0 ( 2 2 )
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按推导 ( 2 2 ) 式类似过程
,

以 。 ,
乘 ( 16 ) 式两边

,

以 Vl 乘 ( 1 7 ) 式两边对 r 积分
,

再由这两

个方程消去面积分项得到
:

;
。

)
2

!
( 刁

: 仍才
, :

…
:

+ 。 l
m 了

,

。
, :

+ c ! 功 J,

, 一, +

{!{
。认

+ (, ;
。

)
{
一 ( `

!
+ B

l

一 c
l

, De (仍
才,

,
· , !

- 。 ! , 1。一 ,

·

。 d

刁
+ 2

{{}
。 (凤 ` 认 ,

.

认 d: + {{ (二乙旦里址 十 旦丘乙、
.

(
.

塑丛三 十 旦旦
卫止、、月

J姿J Z \ 。 x , 。 x , / \ d x , d x , / J

一 ( M
:

护
,

+ 材
2

沙
2

) ( 。
, . ; ,

。 , :

+ 。 , ,

声
。 , 2

) 一 必 [ ( B
:

一 c :

+ B ,

一 c :
) 。

,
,

: 。
, ,

:
+ ( A :

一 c ;

+ A Z

一 c Z
) 。

, ,

歹
。 , 2

1 = 0
.

( 2 3 )

由方程 ( 2 2 ) 和 ( 2 3 ) 看出
: 又, ~ 群, ,

这样证明了问题 A 和问题 A 十
具有相同本征值序列

.

在方程 ( 2 2 ) 中令 l 一 n ,

并引人记号
:

A ( .
, ,

a ,

) ~ A , 。 ,
.

, 口,
.

,

+ 刀
, 。 `

.

厂
,

.

,

+ c l o l
.

办
1

.

3 ,

( 2 4 )

` (认
,

认 , 一

}{}
, vl

·

ul J· ,

召 ( .
, , a ,

) ~ (左
;
+ 刀 1

一 c :

) (城 x o, ,
)

·

a , ,

( 2 5 )

毋( vl
,

vl ) 一 2

{}}
。 (乌 x 认,

·

从`一

( 2 6 )

( 2 7 )

“ .vz u, ) 一 ({{丝 f旦竺匕 十 旦些止、 旦̀坠止 + 旦儿上、*
.

J尝J Z \ d x , d x ; / \ 。 x , 。 x ; /
( 2 8 )

乙 (山
, , 。 ,

) ~ 口吕[ ( C ;

一 B
;

+ C Z一 B :
) 。

, , :
丙

. ;

+ ( c ;

一 A l

+ c
Z

一 左 2

) 。
,

,
Z a l , :

] 一 ( M
:

沙
:

+ M : g入
2

) ( 。
: , ;
伪

, 1

+ 。 , ,

两
, 2
)

,

利用上述记号
,

方程 ( 2 2 ) 可写为 :

[汉 ( .
, , 口,

) + z (认
,

Ul ) ] ( i几,
)

,
+ [ B (田

, ,
a ,

) + 毋 (认
,

Ul )

+ 必( Vl
,

认 ) ] ( s又;
) + L (必

, ,
a ,

) ~ o ,

( 2 9 )

( 3 0 )

或者

。
!

卜

~
晕丽

二
. ~

丽 {
一

匹
旦兰匕竺镌业丛兰

粤
·

丫[

一
)
’

二i蕊
,
) + Z`Vl

,

认 , , 二 (助一 i}
·

( 3 1 )

导出的 ( 3 0 )和 ( 3 1 )式就是变分方程
.

这样就将问题 A 和 A 十
化为泛函 的变分 问题

.

对任

。 > 。 ,

所有满足
粤

< 。 和

粤
< 。

构成六维空间区域 :
.

设 v
,

u 是在
: 上有定义的连

U 。 甜。

续可微函数
,

且满足附加条件 7
·

V ~ 0 ,
7

·

U ~ 0 和 V !
: ~ 。 x r ,

U }
:
~ 0 x r .

这样

的 U
,

V 全体构成函数空间 M
,

则泛函 i双 V, U, .
, 口 ) 为定义在 M + R 上的 泛 函 数

.

这

是一个在固定边界条件下的非线性泛函的变分问题
.

3
.

变分原理的证明
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假设 V
,

U
, 。 , a 的变分是 占V

, 。U
, 。 .

, 占口 满足 V + 。 V 〔 人了 ,

U + 。 U 〔 M
,

. +

: 。 〔 R , 口 + 占d 〔 左
,

可以证明泛函 以 取极值能得到以下关系式
:

{2 1几「A ( .
,

a ) + I ( V
,

U ) ] + B (田
, 叮 ) + 梦 ( V

,

U ) + 少 ( V
,

U ) } i占几

~ 一 占a { ( i又)
,

( 刁
, 。 , , 召, 。 2 , e : 。 3

) + ( i几) ( 月
:
+ B ,

一 e
l

)Q
。 x 。

一 ( M
l ; ` 1

+ M 二g` 2

, ( Ot
I。 , 功 2。 , ·

) + “̀

!{
· X ( 一 p , + , , 一“ “

一 夕弓[(刀
l

一 C
:

+ 召 2

一 c Z

)。
l。 ,

( A
,

一 C ,
+ 一

2

一 C Z

) 。
2。, o ] }

一 {{{
。
v( 、; 。 )不(

*; ) v + : 乌 x v 一 生 二
·

(一 ;卜
二
) }

、 :

夕 J J L 尸 J

一 。。

{
( 、: )、 左

: 叮 1 , 。 , 。 2 , e l口弓 ) 一 *“ ( A l
+ B l

一 C l

, “
。 x a

一 (、
1: 人1

+ 、
2 9左2

) (。
1。 , 口 2。 , ·

) +
, “

!!
· X ( 一 。 , + T )

一 夕忌[ (刀
;

一 c ;
+ 刀,

一 C Z

)口
: 。 ,

( A
,

一 C ,
+ A Z

一 C Z

)几
。 ,

·

n d s

· 〕
}

一

!}{
( “ 。 ,

{(
i: ) u 一 2。

。
x u 一

1
一

甲 (一 。 , + T )
}
。Vd 一

。
( 3 2 )

利用变分法基本引理 (文献 f s] 卷 1 ,

第 4 章
,

易 3 )
,

由上式能得出结论
: 定义在 对 + 刀

上的泛函 i双 V
,

U
,
匆

, 。 ) 取极值能导得本征值问题 A 和 A 十
的解 ; 反之

,

问题 A 和 A 十
的解使

泛函 从 取极值
.

因此
,

变分方程 ( 3 。 ) 或 ( 3 1 ) 提供稳定性近似方法的变分基础
,̀ , ,

同时也是分

析本征值虚部符号的基本 出发点
.

4
.

本征值的积分关系式

下面由变分方程 ( 3 1) 来决定本征值虚部的符号
.

在 ( 30 ) 或 ( 3 1) 式 中 以 。 水

代替 口 和

以 V *
代替 U

,

就得到本征值积分关系式

(刀 + I ) ( i又)
才

+ ( B + 少 + 中 ) ( i又) + L ~ o ,

( 3 3 )

或者

坛又 ~

其中

i f 召 + 梦 + 少
、

{「百干了干面飞
, : 力 , , 、 ,

1

—
、 一

一
工 ` 了 l

一
l 一 L八 州尸 三 」

’

` b
A + 1 L 2 V L Z J ,

( 3 4 )

月 (.
,

.
*

) 一 刁
1。。 王。。鑫+ 召; 。 2。。 ,

井+ C ,。 3。。 竟
,

= I ( V
,

V
*

)
一

{!!
户`

.

v
`澎了 ’

( 3 5 )

( 3 6 )

B 一 B ( .
,
田

*

) ~ (刀
1
+ 方 ;

一 c ,

) (口
。 x . )

·

田
*

梦 一 梦 ( V
,

V ·
, 一 2

{!{
户 (“

。 X V ,
·

V
· “二

( 3 7 )

( 3 8 )

。 一 “ v
,

*v ) 一 {{{士 f旦卫
已 十 旦互丫

、 : ,

J尹J Z \ d x , d x : /
( 3 9 )

L ~ L (必
,

.
*

) ~ 口吕[( C ,

一 B :
+ c Z

一 B Z

)。
, 。 。允+ ( C ,

一 A I

+ C :

一 刁 2

) 。
2。。鑫] 一 ( M

` g h ;
+ M : g h Z

) ( 。
l 。。鑫+ 。 2。。鑫)

.

可以证明由变分方程 ( 3 0 ) 和 ( 3 3 ) 式确定的本征值具有一一对应的关系
.

( 4 0 )
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首先在变分方程 ( 3 0 ) 中
,

令 u 一 u 一 俨 + V
`
一 丫

`
十 。 V

` , 。 一 。 一田 十 田
”
一 田

水

十 占。 水

按推导变分方程相同方式变换 ( 3 0 ) 式得
:

{ ( 左 + I ) ( i兄)
2

+ ( B + 梦 + 少 ) ( i又) 十 L全

+ 、
·

{
( *、 )

2

( 刁
1口 1 , B 10 2 , c l , 3

) 一 ( “ ) ( , !
+ B :

一 C l

)、 x

一 ( 、
, g 人,

+ 、 2 、人2

) ( 。
1。 , 。 2。, 。

) + *;

{{
, x (一 。 , + T 。

S

一 必 t( B
;

一 c :
+ B

Z

一 c ,

从
。 ,

(汉
:

一 c :

+ 刁 :

一 c Z

)峋
, o ]

耐 S

十

{!{
(

7` ’ 户 ( * ; ) u 一 :乌 x u 一 生 二
·

(一 。一+ T ) }
、 v * 。 : 一 0

.

( 4 1 )

由于 。 ,

U
,

Q 是问题 月十 的解
,

这样就证明了由 ( 3 0 ) 式决定的本征值和 ( 3 3 ) 式给出的本征

值一样
.

反之
,

按完全类似方式
,

可由 ( 3 3 ) 式推出 ( 3 0 ) 式
.

因此
,

我们分析稳定临界条件只要根

据本征值积分关系式 ( 3 4 ) 式就成
.

三
、

充液腔体旋转运动的稳定判据

在本征值积分关系式 ( 3 4 ) 中
,

由 ( 3 5 )一 ( 4 0 ) 式表示的各项具有明确的物理意义
: A ( 必

,

. *
) > o 表示壳休的扰动动能 ; (l V

,

V
*

) > O表示腔内液体的扰动动能 ; B (田
,
山

“

)
, 梦 ( V

,

*V ) 是纯虚数
,

形式上对应 c o
ori h s

力做功 ; 必( V
,

V
“
) > 0是腔内液体粘滞力耗散功 ; L ( 田

,

. 水

) 相应扰动运动引起系统势能的变化
.

对于任意形状的充满粘滞不可压液体的腔体绕惯性主轴旋转 (角速度为乌 ) 的一般情形
,

只限定壳体和腔内液体惯性主方向一致
.

壳体和腔内液体惯性主矩分别为 刀 ; ,

B l , C ;

和 A : ,

B Z , C Z
; 总质量分别为 M

:

和 M
Z ,

重心位置距定点
口
分别为 h 、

和 斑
.

根据 ( 34 ) 式利用

引理
.

设 z ~
。 + i f(

。 > o ) 和任意实数
a ,

则

( 1) R e
{一 z 士 丫z ,

一 探 ,

} < o ,

( z ) 。 < m xa {R赵[一 z 土 丫泛丁了了 ] } < 。 ,

可以得到如下稳定判据
.

( 斗2 )

( 4 3 )

定理 1
.

如果对所有本征矢量 田满足

乙 (。
, 。 *

) ~ 口 l [ ( c ,

一 B ,
+ C :

一 B
Z

)。 。盔+ ( c , 一 刁 :
+ c Z

一 刁 2
) 。

2。。姿]

一 (材
:

沙
,
+ 材

Z g h Z

) ( 。
, 。。鑫+ 。 ` 。易) > o ,

( 4 4 )

则充液腔体旋转运动一定稳定
.

证
.

按粘性流体运动稳定理论的规定
,

所有本征值虚部为正
,

运动就是稳定的山 ,4Jl
.

用反

证法
,

假设存在某个本征矢量 必K
使 L ( .

K ,

减 ) < o 在 ( 4 3 ) 式中令

~ 鱼丈竺
乞

竺兰
2

> 0 ,
~ B ( .

、 , “ 声) + 梦 ( V
,

V
*

)

2

a Z ~ 一 〔A ( .
: ,

碳 ) + l ( V
,

*V ) ]
·

L (口
二 ,

. `
) ] > 0 (其中 。 为任意连续函数 )

,

根据 ( 4 3 )

式可知
,
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R ex ( i)~ 一 k一 R e若一 z士 了万下丁 }> 。
.

汉 十 I

当 。 用与 . :
相对应本征速度函数姨 代替

,

则 几就是与 。 K ,

叭 相对应的本征值 孟`
,

这个板

的虚部为负
,

这和稳定假设矛盾
.

推论 1
.

当

域 ( C
: 一 A

、
+ C : 一 A Z

) > M
:

沙
:

+ M : gh
:

(朽 )

(其中 A
: 》 B : ,

A : ) 凡 ) 成立
,

则充液腔体旋转运动一定稳定
.

这个结果 Py Me 讹 B 只在部分变元稳定定义下得到 (文献 【4 ] 第 3 章 5 3 )
.

推论 2
.

当 h : ~ h : ~ 0 ,

如果

c
:

一 汉
:

+ c :

一 A Z

> o , c :

一 B :

+ c Z 一 B Z > 0 ( 4 6 )

成立
,

则充液腔体自由迥旋运动一定稳定
,

即其绕最短惯性主轴自由迥旋是稳定的
.

这个结果
,
月e PH o yc Kb 。 (文献 【6] 第 4 章

,

CM叼PHBo 10t 1) 仅在小粘性及特殊腔形时得到
.

完全类似定理 1 的证明可以得到如下不稳定性定理
:

定理 2
.

如果至少存在一个本征矢量 o,
,

使

乙( .
,

二 ) ~ 必 [ ( c :

一 刀 ;
+ c ,

一 召 2

)。
; 。。龙+ ( c :

一 才
:

+ c Z 一 汉 2
)。

2。。轰l

一 ( M
: g h ,

+ M Z
沙

2

) ( 。
1 0。鑫+ 。 : 。。荡) < o ,

( 4 7 )

则充液腔体旋转运动一定不稳定
.

推论 3
.

当

必 ( c
:

一 才
,
+ c Z

一 汉 :
) < M

,

沙
:

+ 材
Z s h ,

( 4 8 )

(其中 A , 《 B
: , A : 《 B :

) 成立
,

则充液腔体旋转运动是不稳定的
.

推论 4
.

当 h :

~ h : , o ,

如果
c :

一 过 :

+ c :

一 A ,

< o (A
,

< B l , A :

< B Z

)
,

( 4 9 )

则充液腔体自由迥旋运动一定不稳定
.

即其绕最长惯性主轴自由迥旋运动一定不稳定
.

对于轴对称充液腔体
,

即 A ;

~ B : , A :

~ B ,

根据定理 1和定理 2 直接得到如下结论
:

定理 3
.

当充液腔体绕对称轴整体旋转时
,

满足

必 ( c :

一 A :

+ c :

一 才
2

) > M
; g h

:
+ M : g人

:

( A l

~ B , , A Z

~ B Z

) ( 5 0 )

运动是稳定的 ;

当

必 ( c
:

一 A
:

+ c : 一 汉:
) < M

: g h
:

+ M :
沙

:

(A
:

~ B : , A : “ B
Z

) ( 5 1)

时
,

运动是不稳定的
.

c面eJI 尹
J, H坦 JI Hc K浦 和 Te M qHe Ko 期以及另外一些作者的工作

【̀
, ` ]均是这个结果的特例

.

定理 4
.

轴对称充液腔体绕对称轴自由迥旋 。
:

~ 人: ~ 0) 运动稳定充要条件
,

是对称轴

为最短惯性主轴 (球体是随遇稳定情形
,

除外 )
.

四
、

关于 袱 y扔Bc K “ R 定理的注记

米 yKo Bc 明众 证明了充满理想液体的腔体内部的液体的运动等效于一个刚体的运动 (参看

文献 t 41 第 2 章 5 2 )
.

对充满理想液体的腔体绕惯性主轴整体旋转稳定性的结论也和没有空

腔的刚体旋转稳定结论相类似山.’] :
一

绕最长惯性主轴或者绕最短惯性主轴旋转是稳定的 ;只在
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绕中间轴旋转是不稳定的
.

本文考虑粘性对充液腔体旋转运动稳定的影响
,

证明了充液腔体只在绕最短惯性主轴旋

转才是稳定的
.

Py Me 职B 用部分变元稳定理论证明这是稳定的 充分 条件 (文 献 t 4 ] 第 3 章

5 4 )
.

因此
,

对 水 y K o Bc K
丽 的结论应作相应的修正

:
充液腔体只在绕最短惯性主轴旋转时才

具有
“
迥转稳定效应 ,’.

五
、

在充液腔体运动稳定问题中的应用

本文的变分方法为充液腔体运动稳定理论引进一种新方法
.

对于文献 【4一` 1中所处理

的小扰动稳定间题原则上都能应用
.

当处理粘性液体情形时就更有效
,

局限性是不能处理非

线性问题
.

现将可能应用的问题择要列举如下 :

1
.

应用于解决 c ol ou m bus 问题
.

这是一个经典问题
,

在液体陀螺仪理论及地球物理学中

具有实际应用
,

另文将专门讨论
。

2
.

可推广到部分充有液体的腔体运动稳定问题 .4[ ” .

3
.

充液腔体的外壳是弹性体或连接有弹性构件的情形
`16 一 17)

.

致谢
:
对于谈镐生教授的指导和帮助表示衷心的感谢

.
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