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叶轮机械气动计算正
、

反问题的

一 些 分 析
中国科学院 力学研 究所 陈静宜

摘婆 本文指出了叶轮机械气体流面上运动方程组的矛盾型方程组性质
,

在此基础上分

析了正
、

反间题之间的求介等价性
,

并介释了与方程类型判据不一致性存在矛盾的原因 , 对
三维流动方程组和流线曲率法方程组的类型判据也进行了讨论

。

口前
,

在叶轮机械气动计算中
,

广泛采用着以流面理论为基础的正
、

反间题计算方法
。

我 们 知

道
,

正
、

反问题方程类型的判别准则是不同的
,

例如在 流面计算中
,

为保持方程按椭园型求介
,

对
正问题应使气流全速度不超过音速 , 而对反问题应使气流子午分速不超过音速

,

可见
,

只要子午分速

尚不超音
,

就可以采用亚音速的方法来进行超
、

跨音速叶轮机械 流面的反间题计算
,

但对于 正 问

题计算却不行
,

为 了克服这一障碍
,

有一种作法是采用反问题的迭代来求介正问题
,

显然存在这样的

疑问 既然正
、

反问题方程类型的判据不同
,

这种作法是否正确 如果正确
,

又应如何介释与类型判

据不同的矛盾
。

正
、

反问题的分类是以流面理论为基础的
,

因此我们就从引进流面关系式后带来什么效果开始分

析
,

为方便起见
,

采用直角坐标系中的绝对运动方程组
,

并假设运动为定常
。
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这里暂不涉及热力参数
、 ,

即暂不讨论包括连续方程和能量方程的整个气动热力方 程 组
,

因
此

,

方程组 可视为三个 自变量
、 、

和二个未知 函数
、 , 、

的一阶拟线性偏 微分方程组
。

以引进 流面为例
二 ,

即 二
一。。

这时有沿流面的偏导数

一一 一
—

一

—
一一

己
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一

八人

十
人一内八
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为流面上的任意物理量
。

利用 改写
,

可得到

叉
一八︵,工

川
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注意此时独立方程的个数仍是三个
,

效果是

降维 自变量由
、 、

减为
、

即 御几
、

移

和
,

可以看出
,

引进流面关系式的

,

即由三维降为二维
。

但未知函数增 “维 ” 未知函数由
二 、 , 、 增为

二 、 , 、

和
,

即由三个增为四个
。

因此
,

为求介方程组
、

和
,

要人为地对某一未知函数作出规定
,

这 一 规 定

对流面上的二维问题是任意的 但对于完全的三维流动介
,

因为它是由两个流面上的二维问题交叉迭

代而得
,

这一规定则不应是任意的
,

而应满足两个流面的衔接条件
。

由此
,

我们可将正
、

反问题定义为

若对未知函数中的流面形状作出规定
,

如给定
,

称为正问题
。

若对未知函数中的速度参量作出规定
,

如给定几
,

称为反间题
。

显然
,

这里正
、

反问题的分类是针对流面上的二维间题而言的
。

下面分别写出正
、

反问题的运动方程组
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可以着出
,

正
、

反问题方程组的区别是 正问题为求介二个来知函数
、 ,的二个方 程 的 一 阶

偏微分方程组 , 而反间题为求介三个未知函数
、 , 、 的三个方程的一阶组

和
。

正
、

反问题方程组的共同点是 正
、

反间题实质上是求介同一流面方程组的两种不同途径
,

因此
,

无论那种
,

它们的介都能满足方程组 和
,

或者说
,

它们的介当 中只 要 有一个

参晕对应相等
,

则另外的参量必一一对应相等
,

这就是正
、

反问题家介之 ’的等价性
,

对这一事实可

描述如下 今设由反问题方程组 和 的求介得到
二 、 , 和

,

而由正 问 题 方 程 组

的求介得到 , 、 , 、 和
,

它们的等价性表现在 若在正问题求介中令
,

则按正问

题求解必得到
二 、 , 二 ,和

,

反之亦然
。

需要说明
,

当气流全速度出现超音时
,

正 间题方程组是双曲型
,

有实特征方向存在
,

沿此方向存

在介的间断
,

但在利用反问题迭代作正问题求介时
,
‘

由于反问题方程组是椭园型
,

所以不存在介的间

断
,

因此用这种办法求介
,

则恰在间断面处相当于把气流参数拉平
,

这里正
、

反问题之间的等价性是

在平均意义下近似满足的
。

至此
,

我们对两个互相矛盾的事实均作了肯定的回答
,

即正
、

反问题之间既有求介的等价性
,

又有类

型判据的不一致性
,

这种现象似非而是
,

如何介释呢 题仍源于流面方程组 和
,

由前面分析看 出 这是一个矛盾方程组
,

它只有在对某一未知函数作出规定后才能求介
,

因此
,

选取

不同的未知 函数作出规定
,

就会得到不同的方程组
,

它们的判型准则也就可能不同
,

换言之
,

它们虽

然都派生于同一流面方程组
,

但这一方程组是矛盾方程组
,

它并不能给出任何判型准则 的 规 定 另

外
,

矛盾方程组有无穷多介
,

这无穷多介可让作为规定值的某一未知函数作其上下限之间的变化而分

别得到
,

而与作为规定值的未知 函数的选取无关
,

这就是正
、

反间题又可以有等价性的原因
。

,

从物理问题上看
,

只有三维的气动热力方程组才正确地反映了叶轮机械中气体流动的物理模型
,

下面将要证明
,

这时方程类型 的判别准贝是以气流全速度超音或亚音为界
,

这一判据是与物理问题一致

的
。

而二维的正
、

反问题方程组均仅代表一些简化的物理模型
,

和正问题是在 已知形状和厚度的流片
中 此流片中心面的方程就是流面方程 求介气流参数分布的方程组 反门题是将一个气流参数

,

例

如 给定
,

而求介其他气流参数和与之相适应的流片形状 厚度分布已知 的方程组
,

由于它们所代

表的物理模型不同
,

判型准则也就不一样
,

而且
,

它们的判型结果当然也可 以与实际的物理问题不一

致
。

以下给出叶轮机械三维气动热力学方程组的判型
,

这时除上述运动方程 外 , 还要考 虑 连

续方程

甲
。

和能量方程

一 二
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这里自变量为
、 、 ,

未知函数有五个
, 即

、 , 、 和
、

为了构成拟线性方程组的特征

方程
,

只需写出方程组中含未知函数偏导数的各项即可
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其中记 止 店
一

昌

七二 毛七
、

七
、

如 为特征方向所属积分曲面之法向量
。

将特征方程展开
,

可得对于邑
、

七
、

如的五阶齐次方程

一 各
· ·

一 告
一

告
。

由第二个因子为零
,

再注意到 二
一 ’ 其中 为音速

,

可得

, 乞 , 七 七 名 一

展开后得
。 一 二 么 七 么 。 一 , 么 叠 么 么 一 名 七。么 一

二 ,虽套 一 名 , 一

色邑 一
二

毫邑。

按二阶曲面理论
,

可由上式左端二次多项式的正交不变量
、

工
、 。和 来判断该二阶曲面

的类型
,

这里
吕 一 名

名 一

, 一 一
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‘ 二

对于 暇乒 情况
,

若 和 ,

对照我们的结果有

若
,

则

接二阶曲面理论知 若 工 工《 或 《
、一 沪 。

,

则有实二阶锥面
,

则有虚二阶锥面
。
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·
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则 , ,
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而
,

则 , 匀
,

若 》 了
,

则
,

》
,

显然
,

后三种情况均满足实特征条件
,

,

可见这时的判据是与物理问题一致的
。

,

斧

。今
。

因此得到叶轮机械三维气动热力方程组的判型准则为 疑

另外
,

若令 中所有的一鑫项为零
,

可得到与园柱座标系中 “轴对称方程组
” 类似的二维方

程组

二 一几花一 十 ,
二 二

一
八八︸

五十
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二 一凡牛子
盖

二

单
、 ,
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注意轴对称方程组所代表的物理模型是叶轮机械中远离叶片排的通道中的流动 一般近似地认为

是间隙中的流动
。

方程组 也是二个自变量的二维问题
,

但它已不是矛盾方程组
,

而是求介三

个未知函数
二 、 , 、 二

的一阶拟线性偏微分方程组
,

因此不存在正
、

反问题的分类
,

也不存在判型准则

的矛盾
,

可以证明
,

这一方程组的判型准则是
二 忍 ,
乏

。

最后我们将要分析采用流线曲率法计算时的速度梯度方程和相应的气动热力方程组
,

意在指出此

时正
、

反问题方程组的类型受到与前述直角坐标系‘
、 、

卜 方程组同样的到型准则的约束
,

从而说明

采用流线曲率法时也不能直接用椭园型方程的求介方法来计算叶轮机械中的超
、

跨音速流动
。

以下仍以 流面为例说明
。

流线曲率法方程组的特点是采用斜 交曲线坐标
,

且其中之一为流线在子午面 这里是二 、 坐标面

上的投影 方向
,

另外一个是子午面上的任意方向武如图示 另一个特点是未知函数 不采 用速度分量
丫 二 、 , 、 ,

而是采用一个速度参量 或其某一分量 和另外两个流线的几何参数 和日如图示
,

因此
,

由直角坐标系中的 流面方程组
,

通过以下变换即可得到流线曲率法方程组

自变量变换

声一一
八八

牛牛薪薪

一

豁
一

器一
︸一
﹄

。
多委

‘,

划 一厂夕
, 卜尹了尸

二 召

二月
使用

、

后
,

可将 仅 和 变换为
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一八八

了‘少、‘

这就是 流面上采用流线曲率法计算时的运动方程组
,

它的特点和原方程组 一样
,

即

降维 自变量由
、 、

减为
、

增 “维 ” 未知函数由
二 、 , 、 ’增为

、

日
、 。和

由此
,

可有同样的正
、

反间题定义

正问题 给定

反问题 给定 或
。

现在就来讨论流线曲率法正
、

反问题方程组的判型
,

为此需将方程组写为正交坐标系中
,

以便采

用一阶偏微分方程组理论中的判型方法
,

。 日旦竺
十 、 。。 , 卫享华日

且

令式 中〔
,

可得

兰 工 妙

判型时除运动方程组外
,

还需包括连续方程和能量方程

· 十
创军 户

二 。

盯
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十
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工一 、

仁
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。
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,

所以 又可写成

·

需
一 卜共 乳一 。栗二

了
﹃

一幻
丙一

注意 中已不含未知函数
。

如前述
,

判型时只需写出方程组中含未知函数偏导数的各项
’

正问题 已知 二
、 ,

由 。 知尹也为已知
,

列型方程组可由 一 梅成 ,
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这里未知函数是
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这里未知函数是
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一 , ·日一日器
一

祭
一

令 卜
名

忿 ⋯
二 。

展开
,
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,
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豁
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其判别式为 “日 。名 名 一 名 ,

因此得不问娜的到型准则是 呀
。

反间题 已知
一 ,

判型方程组可由 和 构成

一孤 二器器
十
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这里未知函数是
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展开后 ” 会
’ · , 一

公
二

牌‘别和
‘ 。 , 一 ’ ,

因此得反间题的判型准

则知吝
。

综合上面分析
,

可 以得到如下 仃益的结论

只有三维的气动热力方程组才正确地反映了叶轮机械中气体流动的物理模型
,

它的类型判

据粼气流全速度超音或亚音为界
,

这一判据是与实际物理间题一

吟。。 阵习 命工 虑徐解 七夺冰下怨立 用的 , 维方程组的求介方法
。

因此
,

为了提高叶轮机械的

前在叶轮机械气动计算中广为采用的正
,

反间题计算均属于流面上的二维问题
,

不反映实际三维问题的物理模型
,

其数值结果也只是完全三维流动介的
一 “

个中间步骤
,

求含适的修正方法对它们的计算结果进行校正
子 几

因此
,

它们均

应该寻

〔 〕吴仲华
, 这,

〔名 〕
, , , ,

参 考 文 献
、

, 只
·

。

血 元
, ,

分
。

〔 〕中国科学院计算所三室
,

用流线迭代法求介叶轮机械的气动问题
,

叶轮机械气动热力计算
、

设

计与试验经验交流会文集
, ,

。

〔 〕陈静宜
,

刘殿魁
,

叶轮机械沿任意曲线运动方程的通用形式及其应用
,

同上交流会文集
, 。

数学
、

力学和我们关于
一 物理世界的概念

“

御李

, 年庆祝我们荷兰皇家科学院 司年的时候
,

我有幸作过 瀚密科学的确定性 米的报告
。

我举

了一些例子
,

试图主要从力学来阐明物理学理论的性质
。

这样做的理由很多
。

力学不仅是描述物理现
象的头一个定量的数学理论例子

,

它 的 成 果 十 分 丰 富
,

并且还深刻地影响着我们关于 自然界的思

维方法 白从牛顿发表他的《 白然哲学的数学原理 》以来

正如我在 年的报告中所说的
,

我们信赖物理学理

,

李学
沦劝畏
便是自然背学的一个主要分刘
据是

,

产生定量结果的实验具有重复

性 ‘这点对所有观察者来说都一样 ” 从浑担推理和数学表述的翠论可缪作出各种予估
。

重复性
、

予

估和数学表述
,

这些是检验物理学各分支的标准 , 力学是符合这些标准的头一个分支
。

当我们处理的对象是活生生的人时
,

物理学可作的简化就不允许了
。

任何两颗卵石不会 完 全 一
,

但它们下落时
,

就精确冲按相同的方式运动来说
,

它们却是充分一致的
。

任何两个人不会完全一
,

他们的个性可以对病
。

一个完全孤独的活人

在这个报告中我想指出
,

外科手术的成功与否起毕定性影响
。

物理系统可以跟它的环境 分 隔 开

是极端变态的
。

因此
,

用力学方法来研究活生生的人时应当十分谨慎
。

样样来

沿着

牛顿力学的基本概念不仅能够牲帅
途壁

应用于天体球

描述物理现象也是有局限性的
。

地上周体的运动
,

而且还能够应用于固体内部的变形
弹性理论 和液体及气碳内部的运动 水动力学和空气动力学

。

人们曾越来越倾向于认为
, ‘

力学

第 届国际理论与应用力学会议上的第一个总报告
。

二 荷兰皇家科学院院长
。


