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各 向 同性夹层板反对称
小挠度

,

的若千 周题
‘ ,

胡 海 昌
中国科学院力学研究所

提 要

术文首先把各向 即险夹层板的反对称小挠度周题 的理确 归精为求解两个

位移函数 。和 厂 这里 。满足一个四阶微分方程
, 而 满足一个两阶微分方程 接盖荻明

,

对于

周边鸿 支的多角形夹层板
, 牙恢等于零

,

并进一步指出 旬 与同样形状的单层薄板的挠度 阳。的

关系 利用这个关系使人有可能从熟多单层薄板的已知解答导出相应的夹层板阴题的解答

一
、

引 君

夹层板是一种新的板状系制勾元件
,

它 具有阿度大亚量卿的优点
,

因此为航空及其他技

术部 日益广泛地采用 有关夹层板的理渝已提出过静多种
一

年 〔’竹

提出过各向同性夹层板的一种理瑜 接着
,

冈 和杜庆
一

毕 提出了顾及

表板抗弯刚度和整块板的厚度变化的夹层板理渝 叨
,

杜庆华及以后其

他作者的研究表明
,

在三层板的横 句弯曲和反对称失稳周题中
,

表板的抗弯刚度和整块板

的厚度变化可以忽略不升

溉二 〔‘」的夹层板理渝虽已提出十余年了
,

但是由于基本方程的复杂性
,

根据它

解出的实际固题还是很少 大部分已解出的固题的解答收集在文献〔斗 」中 所以为了更

有效地求解具体阴题
,

有必要先将拢本方程岭换成筒单整齐的形式 在无外城荷的情况
,

, 习仿照扭斡尚题中引进应力画数的办法
,

把齐次方程的解用三个调和画数 其

中两个互为共扼 和一个波动方程的解表示出来 但是他的方法不能用到有载荷的情况
,

更不能推广到有姆加的板向力的情况 本文仿照我们以前的方法
“ ,

把各向同性夹层板

的反对称小挠度简题归拮为求解两个位移雨数 。和 这里 。满足一个四阶微分方程
,

而
了苗足一个两阶微分方程 接着我们征明

,

对于周边蔺支的多角形板
,

恒等于零
,

井进

一步指出 。与同样形状的单层薄板的挠度 。
。

的关系 利用这个关系
,

使我们有可能从

敖多单层蒲板的已知解答导出相应的夹层板阁题的解答

, 乍 力 日收到
本文初稿曹在 , 之年 。月中国力学学会板壳理篇字术衬揣会上宣覆过 观在根据会土的意兑作了局 邓的修

改与补充
在这两个理毓中还曹考虑到其他一些因案

,如各 旬异性和非浅性镇 由
一

子本文的目的不在探对墓本理榆
,

所以

不作薛相交待了
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碑

截义

亡

叼
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叼
,

九厂 一

二 ,

挥 , ,

万
,

一杭剪刚度

如七弯刚度
,

坐标系中的弯矩与扭知
一

边界 的法向弯矩

和厂卜 内的内力
一

边 界法搓
一

方向

程的句剪力
一

横向司戈荷
一

边界的切钱方向
一‘ ·

蜘句的位移
一

挠度

价
一

角坐标
,〔,

系数
一

变形阿
一

与中面垂政的筱段在 二 及 。 了肠川勺的搏功

变形前与
。 ,面垂谊的拔段在 、 及

, 平 血内的褥功
一

以公式门刊

︸

, 公

价
霭 ,

价
、

价
。 ,

价
‘ ,

三
、

墓本方程和它的两类特解

考虑一块各向同性的三层板的平衡和稳定阴题 我们采 月文献 「 〕中的理谕 在这

理渝中补充 卜必要的项
,

井适当地改变一些就号
,

便可得到非本方程如 价

鲍价

耐
、 一 一 坠

月
斗

一

飞,

、

一 一

口工

丛
二

一

夕
、

一

嘴

,
‘

了

卜 刀

一 ”

一

瓮
一 么

‘

守
一 夕

门二夕一
。

一

认 十

。丛
芜

口几

夕

盯

口
,

口
、

一 几 月一 一一 孔
、 口

一 夕
、 口

从号长
一 刀

粼
一

斗
一 、

会
十 、一

·

筒化后得到以
’ 一

义于饭移表示的
了

位移的汉
二

卜衡方程如

方程
一

公联系
’

义内力 与广义位移的 系式
,

方程
、

是平衡条件 将‘ 少代人 了 ,

捉过
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、、

一一一一、之价价一一
、

了 汽
注少 、

一 二一百
口

‘

一 ” 口汤
, 、

” 访
二

侣 —
一

—二
一 ,

十

——
一

一
一

口 口

了口
‘。

一卜 七 一 一
口工

、

厂 ” 必
,

口 龟一一—
一

—口万口

口俨

一 ”
十

—
价

,

旦丝冬、十 叮 旦竺
口 “

厂口留 川 口公
,

沙 、
,

一一—十
一一 一 —

二 一一
, 十

口 乙 口 “ 口叉

,

空州
一

、
一

口万
艺

口 , ,

戈
口 口夕
十 万

、

, 。

口夕
一

方程 一 的实质上与 中 二 阴 及 加 订 二 的考虑剪应变

的板的理渝相同 而如果在 方程 的前两个式子中各加 与外载荷 了有关的项
,

又与

流
。 卜 的考虑剪应变的板的理谕相同 所以方程 一 的的适用范围实际上不

限于夹层板

在文献 「 〕中曾介招过一个方法
,

怎样把满足两个齐次方程的三个函数用一个函数

表达出来 将这个方法应用到方程
,

便可将 再
,

价
, ,
。 用一个函数 ‘ 表示如下

弓

、、
尹

肠一时些训
斗

咖些时
尹、

,一一田一尤一一
一

一一的汽一一

将 多 代入
,

可兑这个表示式已艇满足了方程〔 为了满足方程
,

只要 。满足下列

方程便可以了

二 妒
。 一阮 旦 十 心

口
艺

口 口

十 、
,

黝
。一孕二幼 一

、

‘

和文献【 」相似
,

算式 匀只包括方程
,

的的一部分解
,

因此它只是特解而不是全

解

在 了 一 的情况下
,

, 竹将齐次方程
,

对的解 三个碉和画数 其
中两个互为共蛇 和一个波动 方程的通解表示出来 这里我们戚兴趣的是其中与波动方

程有关的一部分解 用代入硫算的办法不难征明
,

在 一 。 的情况下
,

方程
,

的的另

一类特解可用一个画数 表示如下
。 尹

, 口 。

甲二 一 下 一
, 甲 一 二

一一 , 留 一
口工

而画数 满足 下列方程
一 , 厂。兮

,

。八 户 、

、一 , 一二 二厂介 一 七 一
。

口犷 口犷

由算式 ,
, 夕 表示的两类特解

,

各有 自己的变形特点 对于第一类特解
,

从算式 幼
「丁妇

我们知道板内各点在 、
,

旦坐
三 一坠

二
一

。
,

工

勋向的位移为
“ 一 一 。价

二 , 。 一 一 二价
,

的
由此可知对于第一类特解
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‘ 了

】

亨臼气州类一哪
人价夕优八川山汗气

川,

川︺少一
平鱼击娜

口 ‘

七式表明在 、 , , 一

山如勺的平均斡功傀 】彩岔二

地 价为无平卑如内变形

对 犷第 几类特解
,

从许式 劝可知

坠
斗

口劣

和 月 扒自式后翅 了

主 一
、

口夕

弓
入

脚一伪函一伍

此式表
一

对丁第 二类的特解
,

与却 平 辛
」
的而积淡 汀变化 囚此第 类特解川

一

油矛
一

地称

为 烦积 不变的变形

四
、

基本方程的全解

曲伐调求得了某本方程
,

钊的两类特解 本 节我们要荻明
,

卜述两类特解之和

使基 程 名
,

厂刊的全解 这就址就
,

方程 刘
, 斗夕的解总 ,丁表示为

一

斗

御一击一如一伪叭处如呱︷‘山一
尤一一口
」尸山

一一汽砰

而 。 , , 丈分刊飞苗足方程 不

为了氰卿月这一点
,

我们首先让意到
,

小谕 价
二 ,

少
「

是怎样的函数
。

我们总可以月 某两个

两数 。 和 砂之刁 如

街一‘一漏一山
·

口二 了
少, 一 下了 十 下

, 甲
尤

这种去不法 不 址唯一的
,

也就是砚在拾定 少
二 ,

价
一

相解
,

兰任因 为齐次方程
口二

、

口云
、 、

口的
二二上止 二二二兰 一

,

二裂
口万 口夕

后根据自劝去找 。和
,

可以不 卜得到

仃解朴在
,

讲召 的解可月一个复变南数 甲〔、

巫 一
。

口丫

婆飞,

表刁七如 卜

人十 。。 , 石、 十 夕

几绝然 厂
‘ 军,

犷
一

十下

,

片济 。增加 一 个喊
, ,

同时将 取加
一

个 大
,

一仁会改变 价尸了价
、

的介气

必
,

叭
, 川 满足方程

,

所以将 巧 代人方程 后可知 。
, , 。 必汕芍足 方程

一 一

立
口夕

全

口门 一 ”
,

一 一一 , 一 少〕
刀门 一 少 。

一 一 一一 、
尸 一

了
一 ‘ , 一 ”

·

、的田

二、

一

—
田 ,

口万

口 , , 、

一
一 一 少 田 ,

亡 ‘。

厂
,‘

口

把这翱 方程中的两个方括号内 均而数了
一

川 两 个独立助河数
,

那末方程厂 便
一

址 舰 、

拓 川 ,
方程

, ‘

艺的解可以川一个复变 茵数 川 工 牛 州 来 戎示 这样我们便得到
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型上二业竹 一
。 十《 。 一 。 〕一 戒

劣

动

这是
, 。 与 。 的非齐次微分方程

, ‘
一

艺的解可表示为任一特解与相应的齐次方程的全解之

和 注意到 斗
一

力 的实数和虚数部分都是稠和画数
,

可见方程 的特解可取为

了 十 彻 一 一 户 十 公
, 夕 一

而与 扣 相应的齐次方程为
一 ”

。

—
一

一
产

一
,

甲 。 十 , 一 。 一

特解 不产生挠度
,

同时也不引起法拔的棘动 汽
,

价
, 因此它是无足鲤重的可忽略的

一机解 这样只要把
, 。 与 。理解为满足齐次方程 的函数便可以了 从 的第二

个方程我们得到 的第三个式子
,

而 的第一个方程已翘就是方程 将算式

代入方程
,

化筒后便得到方程

这样便征明了本节开头提出的渝断

五
、

边界筒支的多角形板

考虑一块边界为值箱段粗成的多角形 三角形
、

四角形等 板

是边界条件为

在边界上
, 。 一 。

,

材
,

一 ,

价
、

一

由于边界是直筱
,

所以

没板边都是筒支的
,

于

、少
、

、了、,了,一,一门‘弓乙‘、‘

一
“

瓮
·

器
一 。

利 的第三个条件
,

可知

在边界上

再 口 一 。
,

因此边界条件可筒化为

。 ,

一 。 坠 一
‘、 , 。

卜 , , , 甲 了
俘

从公式 」
一

的可以
一

导得

口田 公
尹。 一 二一 十 叹

叫

一 ,
少

,

一 下一
刀 了 口了 口忿

因此边界条件又可写成为在边界上

。 一 旦 。 一 。 旦为 二 口兮
二一一二

一
一‘

口 口了

—一
一召一

口了 口刀

这栩边界条件最后又可筒化为

在边界上

的 一
、

甲 山 一 丝 一
。

“ ,

又
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面教 满足方程‘ 和条件 的第三个
,

因此可见在本阴题 于
,

了三 厂 夕少

这样
,

需要我们决定的只有一个函数 。
,

它满足方程 与边界条件 少的前两个条件

现在我们来对萧瞥支多角形板的 神特殊的受力清况

先来考虑只有横向载荷 叮而无板向内力的情况 这时由于 浑
、

一
‘

、 二二 二 、 。。 方

程 和条件 简化为

甲 。 一 穿
,

引
一

过 竿 卜
‘

旧 二
二

。 ,

州。 一 。

这个方程 与边界条件
,

跟 具有同样形状和同样抗弯刚度的愉支单层板 薄板 在 司样
·

成荷

作用下所产生的挠度所满足的方程 与边界条件相同
,

命 , 。 二
,

力 为相应的伯 层板的挠

度
,

那么便有

将此式代人公式 劝补算 价
, ,

叭 与 川
、

三 八 ,
。

然后再代人公式 针算内力
,

得到

⋯
, ,

电,

、

了尸 一 “勺
夕甲

, ,。、
,

’

月
、

“ 二

口丫

、

一 可些
’

肘封 一 曰 一

一卜
一

甘

口 “

口夕

口“。

‘

口 夕

少

一

夕
、 一 一 刀 甲 、,‘

甲 “认

一击。一山

一一︸入
心

这些公式成明
,

内力分布 与相应的 单层傅板中的内力分布相同
,

只有挠度梢有差另生

利川介式 我们叮以将筒支多角形三层板的阴题化为一个相应的 单层板 的 阴题

这样龙谕在作计算或模拟实睑方面都很 有用 例如
,

对于单层街板
,

现在已得到
一

正三

角形
、

等腰吐角三角形和矩形板的精确解
,

以及某种三角形
、

梯形和平行四
,川阵板的近似

解 从这些解出发
,

我们立 可以得到相应的
一

三层板的解 在 扣勺 年 限流 件阴 付

求得四边筋支的矩形夹层板在均匀载荷作用 卜的重三角极数解 从本文的对比 关系 看

来
,

这种推
一

导是根本 不必要的

再来考虑三层板在四周等压力作川 卜的稳定 性 在 这 种场 合
,

戈 叽 一 一
,

河
二 , 二二 。 ,

一

。 ,

因此 。的方程 与边界条件化为
, 一

井
甲 甲 曰

一卜 “ “毋 一 “
,

在边界 卜
曰 叭 军与

命相应的单层薄板在周向均匀压力作用 卜的临界力 为
、, ,

满足
一

「列 方程与边
一

界条件

失稳后的挠度为 。、

少

,已 、 特 尸。

忆卫苦,、
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期
一一

—一
一一一

一
—
一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 一一一一一一一一一一一 一

,

在边界 匕
解州留

。 十 尸 甲 阴。 一

‘夕 一
,

丫 , ,

一

对比方程 的与 可以看到
尸

尸
、’

一卜 一‘

听以在周向均匀压力的情况
一

下
,

求三层板的临界力可以筒单地归粘为求相应的鱼层薄板

的临界力
上面我们副

一

渝了两种特殊的受力情况 对于其他的受力情况
,

可以进行类似的分析

六
、

对 瑜

将两个画数 价
二 ,

价,

按公式 匀用另外两个画数 。
,

表示出来
,

这总是可能的 而
。 与 的方程 仅指微分方程 不包括边界条件 能够彼此分离的根本原因在于 却 平面是

物体的各向内性面 这一点实际上在文献〔 中已握作了靛明 由此可知 表达式 劝

还可以川
了

筒化各向同性夹层板的振动方程和热应力方程
,

并 目在方程中还尤静考虑表

板的杭弯刚度和部分非钱性项
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