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一 引言
弹性系杭在某些不变的载荷作用下会失去静稳定性

,

而在某些随时简而变的载荷作

用下会失去动力稳定性 和普通的静稳定性类似
,

在动力稳定理箫中人们最咸兴趣的是

稳定区域与不稳定区域的分界较 对于一些筒翠的尚题
,

决定分界袋的周题可归桔于求

解一个属体
·

希尔方程 但是对于其他静多较复杂的尚
’

题
,

井俊有这个可能性

目前通用的求解动力稳定周题的一般方法
,

大致有雨个
,

一个是小参数法 〔丸
“ , 这个

方法用起来比较方便
, 可惜只能求得分界挂的一小段 另一个方法是由 克雷洛夫

租 保加留勃夫 在 年提出的伽辽金方法 这个方法是先对系航失去动力稳

定的形式作某种假定
,使其中包含若干未知的时周的函数

,

然后用伽江金方法导出这些未
知面数所满足的方程一通常这样得到的是一粗带有周期系数的联立 常微分方程 最冠
鲍罗廷 通过微积分方程最后也得到了相同的常微分方程祖 伽辽金方法虽然能

把偏微分方程化为常微分方程祖
,

可是这些常微分方程还是只能用近似方法来求解

决定动力稳定与不稳定区域的分界钱简题
,

其实是白个本征值尚题 因此用变分法

来近似地决定分界较应敲是方便的 本文的目的便在于提出弹性系杭动力稳定理箫中的

一个变分原理
,

以便作为近似解法的根据 为了清楚起见
,

我俩特别对直梁的动力稳定尚

题作了祥枷的禽明 其实要把这个变分原理推广到其他弹性系杭中去
,

井燕困难 利用

根据本文变分原理的近似解法
,

可以避免求解带有周期系数的联立常微分方程 为了魏

明这个近似解法的适用性
,

我们静算了思体方程的一个本征值 静算表明
,

第二
、

三极近

似已能抬出很好的桔果
’

一 匕 道梁的动力稳定性
考虑一个直梁

,

在周期性的刺向压力作用下的动力稳定尚题 殷刺, ,句力 可姗
姗溯份

“
一

令 令 令
,

‘

其中 户。
, 尸 是已知的声的画数

,

并且它们具有相同的周期 。是一参数 尚题是要决定
水 年 月 日收到
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“ 的临界植俩沂正值
,

郎决定动力稳定与不稳定的分界点

梁的振动方程是

护 二 , 护叨
、 。 。 、

, 砚下厂
户

力 二布下厂十又了。十以厂对
口汉二 口孟乙

鲡
,

币二『十
口江 一

日鲡
八

认 、产
。

以护

式中 、是携度
,

是梁的杭弯 度
, 户是罩位畏度的矍量 我俩殷梁的雨端可以有筋支

、

央住和悬空等三种支承情况 在动力稳定与不稳定的分界点
,

梁可以有周期运动 因

此我俩的周题是要决定 。的临界位
,

使得方程 在适当的边界条件下有周期解 显然
,

如果有周期解
,

这个解的周期必然是帕向力的周期的整倍数 通常主要为雨倍

现在我侧要把决定 。的简题化为 一个变分简题 淡 望是梁振动的周期 用 、乘方程

咬 。
然后对时明从 到 望积分

,

对坐标从 到 乙积芬 段 了是梁的全畏夕
,

得到

弄 穿赫
“‘ ’

、,少、尹
了了、‘

、

·

丫 刁 叨
、。
户叨

一

决

‘、 。尹、,
·

。

多“ 漆
十

“仍出 二 。
叮

用部份积分
,

拜且注意到

叨 必 , 云 二叨 二 , 云 少 ,

以及梁的边界条件

二一 ,

或 备皿 穿
尸。 矶

一

瓮
,

器
一 。,

或 二器
一“

· 」

、口厅、于‘‘龟少

几口

我俩可以从 式推导出

厂 。 金
“

、〔‘卜 ‘
生 白叨 “‘“‘

一

探
。

瓮
一

“
“ “‘一“

·

由此得到

叫会
”
。 一厂犷

, 。
一

劲
”
。一腻

。

鲁
”

赫
。 叨 、“

, , ,

二 、
一

而
‘猫 ‘肠

夕巨

时止叮,‘

上式是在叨是解的情况下得到的
‘

峨冬赞我侧去征明下列变分原理 在所有满足速

按条件
、

周期条件以及几何性鬓的边界条件的拢度中
,

其正的镜度使下列泛 两取板值
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期 胡海昌 哪性系扰动力稳定理硫中的一个变分原理

以 劝

二豁
”。 一 州箫

”、 一 。

翎
“

“
’ 注

鲁
”“ “

而 便是待求的临界值 这里所韶几何性贡的边界条件是指携度和倾度等于零
·

的条

件

征明 式取拯植的条件是

令鄂
·“ 一

腻低 需 劣击一塑掀

叨 占叨 劣康
山甘

一

玲

。

而
利用部份积分

,

拜且注意到 二及 占二 的周期性
,

便可以从 时式得到

二 , 叨

百了 亚
王

户

丽

粼
一

〔备皿令
“

二

助令
。

令 鲡“

豁〕鲡 皿令鲁 击 一

‘

要此式成立
,必须有方程 及边界条件 由此可知

,

式取拯值的条件与原有简

题完全相同

公式 提供了一个决定 。 的近似的临界值的方法 这就是根据周期条件及几何性

贯的边界条件适当地选择叨的算式
, 使其中包含若干不定因素 然后再选择这些不定因

素
,

使得 取拯值 这样我俩便得到 。的近似值 值得注意的是
,

可以征明这样得到的近

似值有下述性贸 , 如果被选择的叨的算式有一极小量的差溪
,

那末按 式求得的 。值

只有二粗小量的差裸 这就是能从比陕粗糙的 叨的算式中可以求得比校精确的 的临界

值

和求解弹性体力学的平衡尚题相似
,

在选择 、时
,

可以包含不定常数
,

也可以包含

不定函数
,

而后者常常抬出更精确的拮果

三一 伽辽金方法

在动力稳定理萧中常常用的伽辽金方法
,

是上节变分原理的一个特殊情况 并且

通对这个一般的变分原理
,使我们比竣容易弄清楚伽辽金方法的适用性

敖梁的雨端是简支的或夹住的
,
但是没有悬空的 我们把叨展开成下列极数

李丢

‘ ‘ ,

分一烈”的 五
,

其中 ‘是已选定的满足全部边界条件的坐标函数
,

而人是待定的时简的函数

入公式
,

井求 的拯值
,
得到条件

将此式代

颧以
。一低 询瑞介 嘶令

一 ,

以 希 , , ⋯⋯临

其中
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气、月、
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卷

月
、 皿 监 矿义

一 写尸 二尸 一 屯 飞犷 幼祷
绍‘ 耳必‘

、无一 浮效 义

。 劣 牛
丸

。 一 为““
·

方程 力 所要求的做法
,

便是伽江金方法 由此可知伽辽金方法是上节变分原理的一个

特殊情况 由此还可知道
,

伽辽金方法也有下列优点 郎先选定的坐标面数含有一粗小量

的差改
,

那末最后得到的 。的哈界值只含有二极小量的差改

但是值得留意到伽辽金方法的雨个缺点 第一
、

伽辽金方法引导到一粗具有周期系

数的常微分方程 为了找寻它俩的解
,

通常不得不再用一次近似方法 第二
、

如果梁有一

端是悬察的
,

那末在边界条件中便包含了未知数 。
,

因此我们不可能事前选择出一粗坐标

函数满足全部边界条件 这就是盖兑在这一类简题中燕法直接应用伽辽金方法

四 隔体及希尔方程的变分解法

雨端而支的均月梁的动力稳定尚题
,

可以容易地归粘于求解焉体或希尔方程

可知从变分式 抓 。可以
一

导出关
一

卜聪休及希尔方程的变分解法

局体方程的标准 声而七是

宁 沁
“

恻“约
‘“一 。

·

由此

灯封

中心周题是在指定 了的做后决定 二位
,

使得这方程有周期解 关于几体方程协幻
,我佃可

以征明下列变分算式 在所有满足周期条件的雨数中
,

具正的解使下列泛雨取拯值

。

、 斋
”“

可八
。

撇
赫

‘
石

而这泛雨所取的祠位
,

便是 。的才折正位

为了能明这个变分解法的实用意义
,

我们来近似地补算 具有下述性熨 的 。 位 当

叮。 时 。
一

刊帕云而 。、 显然这个解的周期是 二 作为最粗糙的一个近似
,

我们没
‘

必 艺 二姓 , 。 。云

将此式代入公式 句
,立郎得到

。一注 空 ‘

这与 。对 叮的展刃我的前雨项相同 作为二极近似
,

我侧淡
。, 舌 刀、叻。‘ 刀 。。, 才, ‘

将此代入公式 句 ,得到

』

、居、刀
寸

习︶,上召尹硬
协矛

‘

“ 的雨个拯做满足方程

泥 。 」 , 月 。 刀 刀 、
一树巡工塑汤狱署巡坐

,

一 妇 一 , 二

月
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斗 好 胡海昌 弥性系枕动力稳定理箫中的一个变分原理

这个方程有俪个根
,我们所要的‘个是

、、产‘、、了尹土力习‘、、
、 八 。 、 。 。、

。 万认 十 一丫 。任一功 十 。
一

作为三极近似
,

我们取
。 且 。公 姓 渗 。。 匕云,

将此式代入公式 场
,

得到
。 。二、 且呈 逃 匕 武 呈 且妊。 刃
‘夕 —甘子卜 气「 贾一节舀 丁 , 朴 尸

戊十难圣十以怠

阵

此式的三个拯值满足方程
空一

、

一
·

石一 一扩 十 一 习二

根据公式
,

以及方程 卿
,

我仍算得 的各极近似值如表 所示 表中所列

的准确值系录自文献〔习 从这个表可以看到
,
郎使在 一 时

,

的三极近似值的差

羡也只有 界 当 空二石时 的三极近似值的差误只有 多 当 时 的二极近似

值的差视也只有 日界
,

由此可知用本文的变分法米求篇休方程的本征位 通常采用砚
抓或二机近似便可以了

,

表
,

·

蔽近锄 二极近似

产

仑

石

匕

习

石

兰蔽近似 准 确 值
。

注

分

‘

,

注

士匕

习

生

匀 匕

匕

工圣

生

的
、吐

一

一
‘

一生

一丈 生

一牙 牙

丫

仑 珍

卜

习

一 连 石

一

一

上面能明的方法容易推广到希尔方程 考虑下列希尔方程 ,

暇 要乎画
, ①一 , 咖

。一 。,

口

其中
‘

卿 分和 俨的 为具有相同周期的周期画数 简题是欲决定 。的本征位
,

使得方程
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一
曰,

、
︸‘

丫人争

牲 力 学 学 报
一

卷

石 有周期解 毅 少 是所求解的周期 关于希尔方程 匆
,

我钾弓可以得到类似的变分

式 在所有满足周期条件的建擅函数中
,

具正的解使下列泛画取板值

七 剖
“

伽伽、
, 注 。妒“

而这个泛面所取的拯值
,

便是所求的 的本征值

五 雨端灾住的均匀渣梁的稳定性

殷有一雨端夹住的均匀直梁
,

承受下列轴向压力的作用
尸 咖。 耐

,

习

圈

现在的咫题是要在指定“
, 旬 后找寻 “ 的监界位

,

帕向力的周期是丢
,
所以梁的最主要

的 一种失去稳定的形式
, 分

。的周期是粤 这样根据公式邝 。有
。一 。劝竺血壑鹦彝血戮望创瞪女韵沙

、

厂
一

耐“ 韵
’

赫
在静算梁的静临界力和固有频率时

,

通常取雨项便能得到足够准确的桔果 卜节的静算

又表明对时简面数取三项也足够了 因此在本尚题中我俩把携度写成六项的形式
叨一 一 。。。

竿 “
。。。。‘ 。。”““‘ 口生“。“““

”一 。。。打尘
“ ·。。。。‘ 凡 。““ 。‘ 仇 “ ”“

·

式中通 , ,

及
,

氏
, 且 , ,

氏 是未定常数 这个算式满足了必要的边界条件与周期条件

将算式 韵 代入公式 邓
,

得到

乙

五汉布
劝 且圣 刀呈 碳 通置 鑫 咪 一

一 卫丑,

刀 派
以 通圣 避 口劲 姓呈 进 碳 〕一

一 娜知
山

召 你映
罕 斑 石璐 进 叨盆 邓璐

盛 姓, 刃 口氏
令 渭 刀 ,十 几已 越 姓 几 凡仇

月
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期 胡贡你昌 郧性系挑动为稳定理稀台中的一个变分原理

求 的拯值
,
我们得到下 联立方程

一 尸。‘ 。”一劝 , 一 口伙 一入 二
,
·

“ 口呱 出一 。一 口 一 入儿一 入丑
, ,

一入人 一 一 湘 一 口低一入氏
,

一欲 一 尽。 一 尸。一 湘勺凡一 入氏书
,

一入
·

一 一拓少 伪一印。叽 仇 二
一奴凡勺曲 ℃ 防一 几一 曲勺吼一 。

,

其中

礴

。 护尸
了 二 , 石万二一矿

口工 而

口
乙

刀 叮生

刀 忍‘

认 一 竺竺止竺一
刀不 习
习 ‘ 夕

从方程祖 消去六个未定常数 , , 。 , ⋯氏
,

我们便得到 入的特征方程
作为一个数字例子

,

刻 ,来衬箫下述情况 不变的压力等午静压力的一半
,

而可变压
力的频率等于固有频率的雨倍 在这种锡合

。 。兹
一

‘钧‘ 。 认 ,
物胃八 石犷 ’万瓦砰

一 。滋

幻匀八
、了吸、

入的特征方程最后算得如下卜

钩 一 入 妒 入珍

入 入匕 入

这个方程有雨个正根
,

它们分别是
‘ 一 ‘

凡 ,耘节加

卜 六
‘

变分原理的推广
,

板的动力稳定性

《。

在第二节里我俩靓明了关于直梁动力稳定理萧中的一个变分原理 要把这个变分原

理推广到其他动力稳定简题中去
,

拜不困难 我们注意到
,直梁的基本公式 是从方程

推导出来的 严格能是在它的罄癸下推导出来的
,

而后者具有明显的物理意义 它

表示梁的动能与势能在一个周期内的平均值相等
,
郎

平均势能一平均动能
,

例如在薄板的动力稳定理萧中
,

殷在板平面内的内力为

的的归板归

风 。
, 少,

分 风
。恤

, , ,

约 风
, 。 , , ,

约
,

凡 。
, , ,

约二凡
。伽

, , ,

砂 。
凡 物

, 头 砂
,

戈
, 。 , , , 才 风

, 。 。 , , , 公 以风
, , 。 , , , 才

队
其中 。,

风
, ⋯风

, 是已知的面数
,

井且它们具有相同的周期
,

是待定的参数

平均势能是
, 。 ,
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其中

刃 「「 鲡
,

护勿 、“ 。 , 、 、 「沪叨 骊 物 、
“书

, , ,

”一丽
。

」」泛味矽
,

十习
」

一 为气上一 “夕「该了顶万一镑丽乡 」了姗
。岁叭

面询击
,

面甸而

枷一即枷一即丝掀丝枷凡几口。 剑 风
。

劲
’

几
。

部
”

剑 风
生

瓮
’

凡
主

嚼
”

板的平均动能是

一

剑仃愣
”
、、

,

、‘

、夕石八长‘
月

其中 是翠位面积的鬓量
,

因此根据 我俩有

矶 十“万 , 一 ,

由此我俩得到变芬原理

伽

鱿
打刀 盯。一万
一正几

当然
,

公式 妞 到现在还缺乏严格的盏明
,

但是对于每个具休情况
,

都不难补上必要

的征明
,
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