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郭 哲 敏
中团科鬃院力鬃研究所

管道的振勤是工程上臂除登生的一颊周题 管道愈畏
,

半理愈大或管壁愈薄
,

癸生振

勤的可能性也愈大

管道的振勤可以分焉雨涸颊型 第一侗频型相赏粉楔的弩曲振勤
,

它的特默是
,

振勤

待管子的横截面基本上保持原有的形状 由横向凤力所引起的振勤往往属价是一翔 第

二侗颠型管道振勤的特黯在龄管壁的夔形
,

譬如像圆
,

所表示的那揉 水泵裹的厘力

馒勤握遇流骼的傅送作用到管壁上
,

是引起疽槐振勤的一徊原因

刃刃
「 一飞飞

片
“

厂工
阎 王公 芒壁的橙形 臼 卜

本文只封流崛脸第二侧频型的管道振勤阴题
,

阴转第一侗颧型的振虱阴题
,

可套看文

献【一
我们将寅除管道理想篇一侗热限畏的薄壁圆筒

,

它在等尚隔 上是用圆瑕支撑着的 圆
,

我们假没支撑回瑕的刚度很大
、

霓度很小
,

因此在支撑的位置上
,

管壁的挥向携度

等赞零
,

樱向携度沿水管轴向的微分一般不等方势零 焉了照顾到流艘静膝力的作用
,

个 凡

篇在没有振勤待管壁裹存在着的圆周方向的法患力 。。是一侗常数
管道

‘

卜液艘的平均流速痣
,

泛也是一惆常数 伴随管道振勤而出现的速度烫化可

以看作附加聆 的小量 同待
,

我们略去流艘的可腰精胜和钻性 范桂
,

便可以根慷技性

月哆

圆

化俊的位势理 浦来针算流速和水腰力的波勤

藕了讨偷管 予舆流艘相互作用下的自 由振勤
,

我们把铃壁各默的位移分量墉作 州 劣
,

口 。￡耐
,

叫 劣
,

“‘山‘ , ” 劣 , 。‘。‘ 圆 ‘。是待定的圆周频率
,

艺代表 刹旧 流髓中随振勃而登生的搔勤位势函数

和娅助燃力舫写石作 势沙
欲和 , 沙

‘
范赚

,

便可以在

下而的公式裹除去仃阴特阁的因子 沙气

一桐 、粗筋管子具 仃赞重抓菊多布自由振 形式

本文的一部分内容曾在第九树团除力攀合 上搬告
,

原题妈
“
流艘弹性力率

”

吸川
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嗯

节

叱

丫
,

着

和频率
,

熟窍多筋管子痊接而成的管道便具有三重然霸多徊欺目的自由振勤形式和频李
篇便龄箭箫

,

我们把每艇 筋便重棋的振勤形式蹄入一须
,

可以是任意正整欺 赞是
,

相愿龄一定的
,

由放叨野龄 劣和 的迥期性
,

叨可么普遍地用富氏极数来表示

叨 一

戈分 、
二饥。 。。 。。 。。扩鄂

,

一
筋 一国 佛

是每筋管子的畏度 在以下的前箫中
,

我们取

二巴 才 伟兀功
’

叨 饥
侧

乙 人
, 心

,

一 劣 娜

颖然
,

求出相愿龄 幻式的解
,

式所代表的更普湿的解可以很容易地得出 赏 劣篇鱿 的

整倍数峙
,

也就是在支撑的位置上
,

叨 叨蚕等赞零 因此有

习
, 。 “ 下歹

, 心

卜文

, , ,

⋯
,

一

篇了照顾到以援补算上的方便 参着邝
,

粼弓册
”篇作

无
,

, 士 ,
士

,

⋯
,

一,

,上

,
无二

疽檬
,

和 式可以改篇篇

、产、户︸口八了
、、, 二 饥 习

。
‘

嘿心
, 。‘

缨
‘山 一饥 洲十拓 。

而

公业型

夕 一

习 注
。 。

口 一。

﹄习间

,
,

⋯
,

一
’

由龄行列式

。护 。
, 。 一 。‘

粤
,

式相赏焚

成日

习
· , 井 ”

·

以下的主要工作是决定 “ 和 。 。

气

流艘作用龄管壁的搔勤屡力

挺勤位势画数卿帆必须满足下面的拉普拉斯方程
,

,华

劣 ,

在流樱舆管壁的接姗面上
, 势

擂固修件是

口,卯 ,

吧 , 气 门一

俨 少

势
,

知
二, 叹 ,二二 一尹 尸

沙

必须满足垂道赞是徊面的速度搏械性修件一翘挑性化援
,

是



州,引叫川川门川州川川州训
川刊川州引一州
、 一

川川
一

一曰
、

,二﹄
。,

卷

业
犷 , 二

艺曰叨
叨
劣

甲所须满足的另一侗倏件是封赞 罗 和 夕的追期性
,

才 式抬出

, 仆 耐 习 品
一

坚山
乙

斌箫
竺几
乙

‘ ’ 一 哩、乙
, 。 ‘

黑‘ 占们‘牲 班 , ‘

疽裹
,

几 幻 是第一频
、

饥极的燮相具塞雨画数
,

疏 时 是 幻封 澎 的一次淳数
枝性化援的拉格郎 日公式是

夕 爪
、

了 卯

— 一 一
‘山岁 一 万一 ,

口次夕

其中 是流艘的密度 将 式所拾出的 , 代入上式
,

便得出液艘作用铃管壁的馒勤屡
力如下

,

。 补

了

一 耐点妙 邺山
,

乙

件 、

瓜
一二二玉

一

、
一 工 吞

婴联
入乙

沁汀

。 , 。 ‘
一

树一

水管的遨勤方程和它介,的解

根慷薄壳理榆
,

似 肠
、 公 、 切 拐未知函蚊

、

簿壁囿筒的诬勤方程式可以篇作

气
,

西矛丫
一 ,舫

刀 少

卜 ” 护 ” 三二此
。 、

九

口 畜、 、
二 曰 “ 声﹃箭一儿

口, ” 一 ” 知
二二 二代二 十

—
二 , 二

瓦
油 劣

一

厄万
一

而丽
’

牛 ” ,劲

十 厄万一 后花
,

石歹
功

十 二二 , 二 二

瓦
泊

圣二丝 尸
二

忍几

,叨 ‘叨

儿 , 出 , ,

谧叨 ,

一二 一 一 《一
, 一

十
口 任 几 口

一招忧
一

才八」到
一双一石一‘产、、一护一

一丛尸

”任二
,

留

一 沪

刀无

是管壁厚度
, 夕是管壁密度

, 。是泊桑课数
,

力
,

以下胳豁焉是支撑瑕加粉管壁的韵束力

尸 , 尹。 沪功 久

刃 是锡氏模数
, , 、 。、

凡 是加转管壁的外

推筹 幻式畸探用的假定包括
无
弋二 彬又
〔
攀《
九 户 刀护

》
,

一 漂
。

口 。

— ——
产、甲 少

劣
’

就其主要物理意羲看
,

以 假定相赏聆州很小而频率不是很高的情况 在 ”
·

和 ”
·

中我们略去了 邵和 方向的惯量 斌是由岭已辉假定了 ‘和 。铭次赞叩 的小量的椽故

我们又略去了所有的搏助惜量 患用以 」限定可以武接徙截木辛竞所耗的一般平衡方程

式得出 式叫 蔽者莲可以奎看文献 和

赏 。、 二

等方全零峙
,

幻式合侨拐
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九

一 ”,

性。叨

臀豁
一

惜豁
, 。 ,“·“ ‘ ·

·

“ ,

其中

丫

甲

,
, ,

’

尸 又丽 十 户丽
‘

圃粉支撑情况
,

我们作如下的规定

在支撑的位置上 叨 二

尸 ,

凡
、

风
·

是作用在 二 乙上的麟集中载荷
、

按照遣侗规定
,

支撑瑕不

加 劣方向的瞥矩龄管壁
,

它也不韵束管壁在 ‘ 和 方向的滑勤
二

我们解疽桓支撑篇
“

有滑勤的璨筒支
”

如果在支撑的位置上要求 肠
、 公 、 叨 都等赞零

,

那

末
。 、尸。也必须作焉技载荷来疆理 是植支撑情况可以稚篇

“

撅滑勤的瑕筒支
”

以下的

衬箫遭用龄前一植情况

凡 和叨封 劣和 必然有相同的遇期性 如果以 成 仍 是一段篇代表
,

相鹰龄

幻式的倏集中载荷可以表示焉
,

一

二 凡二 耐习风浏
二 一 助心

,

傀粉
牛

阵卜阵

成 劣 乙

其中
,

创哟 是狄拉克函数
,

袖是待定常数 用富氏极数表示上式即得

哪

乙

。

习无袖 习
一艺兮鱼三些
已

公竺』巴

无 怜 留一口

气
,

斌

在上式和公式 和 中
,

已趣把 尸
, 、 叨和 , 。篇成遭赏的富氏极数形式 把它们

代入 式业比校保数
,

便得出下列阴徐式

、产
‘

、,了、、︼勺
。。

曰‘飞上,了、了、了、祠一
凡一。

一 ‘二
,

器馨
一‘丛些卫
召

, 竺尸
, 竺

其中

尸 , , 竺

‘ 一 ‘

些 了塑劝
刀护 厂 妈汀 、 州户职 无“ 、 乙

,

刃沪

—
二二 十 代二

,

十 二叮 二 一一二二二 十

一
一

一 ”
汤

八心 九
汤 妈介 汤 竹护 俨 允

’

吸,寸二二 ‘ 一 二 ,
一

、洲乙 瓦艺
·

丫‘卜
‘

呵

一 , 无 。“ 月
, 二

、
,

、 州

标 。一馨瓮
召一二

一一

乙乙

邪盯左 、、

以尸时‘
,

尹

味
嘴

、
,

器一纂
功

箫的



川洲川州川川川︸口月州训州侧,创,尹、

为 摹 拿 瓤

龄是
,

因篇 珠
, 。 二 珠

, ,

,
,

砂十左
,

阿 尸。
,

脚

代人 式即得

卷

、
,

、
名 几

, 。 一 “
,

无
, ,

⋯
,

一

。
,

叼 可以韶痣是 寸固基本待定常数
,

知道了玩
,

便可以徙 式求出 。二 在

一般情况下 际
,

啊 恒等拎零的解是没有意羲的
,

因篇是表示水管的振幅恒等方全零 因

此
,

要同峙满足 式所表示的 调修件
,

可以取

习 殊 、 一
】

,

,

习 ,

如果 无尹 肠
,

,

、 ”任意常数 并

了 】、 、

气山 , 心 少

,

饥饥
宁‘

式只包含 。是一侗待定常数
,

它就是决定自由振勤频率的频率方程式 相患粉一

定值的饥和 杨
,

可以捉 盯
·

式求出一系列的频率值 根慷我们野振勤形式分据的原

则
,

机 可以是位岭 和 之聋的任意有理数 事育上可只澄明
,

只要使 鱿 位赞 ‘、和

之简
,

便足以催定个部自由振勤频率和形式一

如果 。
。

是 双
,

式的 一侗根
,

舆其棺赚的自由振勤形式提 勺式求出铭

交刀 了 ,
, 、咖 吕 黔 艺 户

’
,

, “ 甸 忿

、

喇月﹃
、

洲﹃

徙 式得出

, 介耘, 冗

, 。,
,、 么‘ “ 。

,

、 召
‘ 一

丙 ,

以上拮果是在玩
,

脚 不全等撰俘蒙的情况下得到的 倘若 硫
。

脚 野聆每调 无都等赞

零
,

可以用拯限法得出典 , 和 式相患的拮果 徙招 式看出
,

假如珠
,

、洲碎 而
二业不超朴零的萧

,

则封某些 的值而言
,

标
,

匈 几
, 。 坷 必须超近朴一些不等方分零的

有限值 因此
,

野遣些 而言
, ,

, 。十坷、分 徙 尸
, 。 坷、 的定羲

,

公式
,

我们知

道
,

同峙只能有雨侗通裱的 值 令其篇 和
,

粉是我们有

砂 「尸
, , , 飞 , 、 。

饥 , 苹
拱

一

—一
二万 二一一一 二 , 一篇 气 十 兔 八 厂十 二二

尸碗
, 无产 吸 一 ”

‘ “ 招

刀九 砂

价厂万件犷黑
下

一 了 吸叮一十招。 丈
‘ 石万

扩 儿

刃沪‘ 无
十 一

,二子一
瓦
汕

一 。 , 月
, 。 、。

尸拼
, 。汁勺夕

用谊丽佃式子呵以间诗针算 。和
,

范锐明
,

形式
,

支撑典管子之阴没有作用力

耍满足 式必须有

手

赏 等朴某些特殊的数值待
,

封赞某些振勤
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, 。 尸 , , 。计叼 峥 一
, 。“ 几

, 。沙介夕 叶 常数

趁是 邓 式月诈戈示的一般振勤形式筒化篇

可

尹

户鲤巴了 卫鑫竺
、旦兰竺、

叨 “ 哪 召
’

‘
’

‘ 一 口
’ ‘ 习

官

丫

岭

附带指出
,

式中的 和 固然可以是任意整数
,

只有赏所求出的 篇臂数待
,

拮果才

具有物理意羲 如果 推焉育数而 。篇虚数或蝮欺
,

则振勤已巡入不格定潜段 下面遗

要回可尊来封箫不格定现象

垂直赞管壁的携度 沙物 劣
,

可以分解篇臂数和虚数两部分 它们分别代表自由

振勤的镯立解 引淮画数 哟 和 幻
,

幻式可以筒篇篇
叨 十 勿 仍

赞是
。伽 ,叨 二 。 。云一 夕 玩 。云 玄 。 。欢 夕 。云 宝 饥

虚黝商‘分舆鹭数部分之不同庭谨在铃待背坐镖上原黯位置的差 以下只以育数部分焉

例 引退角度参数

只乍‘牛

。 二 一 ,卫兰丝
男 ’

、

丫

时

具
。‘。 ,二 二 材万干矛 。。哪 。云 劣

如 井
,

一般地靓 并 常数 因此在是核情况下
,

管壁上沿 劣方向上的各黯有着不同

的振相 如 二
,

瓜
, 。十 夔篇 护 的面数

,

因而 沙吻 和 一伽吻都是自由振勤的解

疽待
,

管壁上沿 方向各默具有共同的振相
至此

,

已艇在形式上解决了管道自由振勤的数筝俐斤阴题 以下衬希规侗特殊情况
,

籍以靛明以上拮果的物理意羲和愿用

空管的自由振勤

书 取篇零
,

便得到空管自由振勤的一系列桔果 首先
,

要浦足 式
,

和 必须

有下列阴保
,

减欣

无
’

一 一 一丁丁
洲

由铃
、
口 篇整数

,

以及 《 刁 《
,

我们有

、产岁‘、户、 ,
产厅通砂曰

广‘、、、

,一一闷

一一
无一奥一

。或

洲

根攘遣雨侗拮果
,

和 肠 式拾出
,

。 一 ‘ 饥“

罕
,

, 口编
, 办 ,

一 ‘ 饥“

塑韶坦
,

, 一 巩 , , 孟
,

二
一

劫
其中

气 一 沪 、口曰叹祖咨‘ 二二二

一
砂



立 力 攀 攀 毅 卷

口气
。

, 。 、、 一
「

气 ,

” 。

豁 可
‘“ ‘ 一 哟篆

无、
只‘又“ 万

影
一 ”, 几无 ”护

几

二
是解般

一︸汀一的
勤
久振

管空焦殊特的峙三凡凡是上以

二 、 。垃 饥。。 带全 召 乙

嵘
,

‘、粼 一 俨
’

护是下列频率方程的根
、

刀猛
, 了。 与 一 护
、 产

。

。

习︸
现在耐谕方程式 粗 的根的分怖 我俐稚谊侗分怖篇空筒自由振勤的频举谱

洲洲洲

梦

磨哪
,

作焉 的函数有如圆 所示 适侗曲技封 口
,

帕和 刽油都是封称的
,

我们 只
一一

、 ‘

一
,

一 ,

一
、 , 、卜 一 卜 , ,

、
, , ‘

、 无 。 。 。

需考虑它在第一象限裹的情况 相愿龄任一 入和共
,

刀、
,

久
、

么“ 卜幻
、

岛
,

十纷
,

⋯
‘ “

一
’

一
’一 ‘ ’ 一 ” 一 ‘ 一 ‘

刃
一

”
一 尹 ’ “ 一

’

对厂
’

的值可在同 卜戒接萧出
·

式的根必然位以土是些 口仍
,

之周 因此相患朴一定

的 、、奥
,

仃然家多、固白振步亘举 平。用 。州 。随 增力。的特性 、以揽明
,

常 、 、。 爪 ,
’

”一
” ”

‘

一
’

一

之阁樊化待
,

口必然以周 左端所表示的邢钱分佑犷在户轴 卜 范些 哪附的上界 下界

相愿岭 或
‘

自们的下界由筒翠的针算公式 邹 和 即 拾出 界由
·

式粉出
,

作什是
护 并 侧娜 , 中

, 无卿 一 或 ‘邝
·

幻

特洲值考特指出的是
,

肛
·

式所丧示的解花 ℃ 式听脱定的修件下工 仃仁等 容 为 冷



期 典阴芽敏 愉水管的振助固题 夕

。和虚卿分
·

由‘ , 部、 的解可以同二、足在支撑的位置么 雳
一 的“化

因此谊漾的解通用方全以有限宽度圆瑕支撑着的管道的自由振 富然
,

是裹所得到的解

谨谨是是撞支撑情况下的一频特解 然而可以橙明
,

按照 式的规定所得出的最低频

率 相赏放 脚 二 也是疽核支撑像件下的最低频率
‘

小 流 速 的 情 况

富流速不大待
,

可以将包含 的各项略去 粉是所得到的引
月

算公式便典
、 、

· 、

完全相似
,

只不姆是用

, 附 与门
用 九

’

、 了 、
。‘ 、 孟 一 二尸 一卜尸一 一下一丁一一一一下不

—
几 一石 、 ,

口几 , 邢 、 , , 凡 、,
·

八气甘 十 二二 产饥 气甘 十 二下 八 吸
八 想

‘ 、 列 夕

峨丫嘴丫长解军喇肆丫
。

磷乍

丁

代替以上各式中的必而已 括鱿 中的量恒大般
,

可兑赏管内充满流骼待
,

所有的频

率都较没有流艘峙篇低 流艘的密度愈大
,

降低得愈多 久愈大则降低得愈少 频率藉

舆燕流艘峙相似
我俏用以下算例靛明以上拮果的一侗愿用 〔 一钢裂输水管具有下列尺寸

,

无
·

公分
,

无 公分

输水量焉每秒 立方米
,

静水屡焉 公斤 公护 水管的一端典一雕心式水泵相莲
接 根捺水泵褥速和集片数目算出的水厘力波勤的基本频率篇每秒 迥 要求解决的

固题是
,

如何正榷地摆择支撑周的距雕 乙
,

以避觅水管舆水泵简癸生共振

我们假毅
,

支撑可以弧豁是瑕曹支 有滑勤
,

业取
二 克 公护

, 二 克 公护
,

二 沪公斤 公护
, ”

针算的平均流速等赞每秒 公尺 是檬的流速货频率和振勤形式只有不大的影智
,

因

此以下近似地将 取作零
舒算水管最低自由振勤频率的公式是

嗽
, 还

犷刀 几犷久习
十
二长一
几 几 , 、

— 仍、 ‘

父可

碱

早

。水管数檬代入上式
,

所。、
。圆 , 所示 每一曲。。二一 固饥 坐。、蒸孤

’
, “ 丈乙

横坐漂篇粤
公

如前所述
,

是笼簇曲筱的包技
,

横校表示水泵中水腰力波勤的塞本频率

范些曲拔表示管道自由振勤频率分怖的下界 在它们所表示的频率之

气
上有一系歹像圆

几 、
, 二 , , 、 。。

百尸
上 ‘“ 工 ,

他却

左端所表示的那视振潜 因此
,

焉避免共振
,

徙圆 可觅
,

最好使

乙 公尺 换言之
,

最好摆择是赚的 久
,

使 黑占位龄包彼 之下
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像
,一嘴妇

七
,

风
。

计

一 矶呱
。‘

粤
日 ,

,

日

毗
,

七 吕 ,

叨
,

, 沈 ,

代 七
刀 七

七 二 无 斥。
,

一 。

七 无 二 一无。
·

七 冬
,

七
‘

七 七 ‘

“ 无
,

七 无

蚤
饥 无脚

,

七 七 七 七

毗 眺 ”。 几 无

告
,

七 七 七 。七 七
,

七 色 毗
七 ,

七吕

计 七

昌七
,

七 功

吕 七 仍
,

七

,
, 。, ,

试协丫丫呵丫

长粉

丁

沪

解

考

氛
, 。 ,

二 一 ”, 呱
,

业
,

刀

习
, 。一 〔“ 、一

, , 一 沪 鬓
踢习

梦

杏, 哪 “

。 一 沪 豁‘
·

七 七七

七 耽
‘

七

七 七 吕 , 吕 , 吕 刀

七

丫尹减琴甲

黛丫

丫

矜

觉


