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关于弓草性体固有频率的两个变分原理
‘

胡 海 昌
中团科学院力学研究所

引 言

对于几何形肤较复撇的弹性体
,

要服格地根据弹性体力学的全部方程来决定它的

固有频率是有很大的困难的
,

因此在实际上常常采用了各式各样的近似解法
,

其中最有

名的近似解快要算根据莱瑞原理的变分解法 称为菜瑞黎兹法
〔, , ,声 ’ 在静多简题中

,

莱瑞黎兹法拾出了满意的桔果
’

但是这个方法在实用上及理言命上遗留下两个尚题 第
一
、

在静多尚题中
,

我们往往能对应力分布的情况作适当的估补
,

可是这些估舒在爽瑞

黎教法中不能加级充分利用 第二
、

在各种近似理箭中
,

例如在梁
、

板
、

壳的近似理输中
,

虽然都各有自己的莱瑞原理
,

可是这些原理并不是弹性体力学中的菜瑞原理的直接的

呀寺殊形式

本文提出了两个关于固有频率的变分原理 第一个变分原理恰好与莱瑞原理相

反
,

它要求预先满足运动方程和应力边界条件
,

而速械条件和位移边界条件则可不加

考虑
,

第二个变分原理不要求顶先满足例可边界条件 根据这两个变分原理
,

使得我仍

不但有可能利用关于位移分怖的佑补
,

并且还可能充分利用关于应力分怖的估豁 此外
,

根据第二个变分原理
,

我们有可能把弹性体力学与梁
、

板
、

壳的近似理渝按一定的方式

联系起来 在本文中我们指出
,

梁的姚摩辛柯理谕 〔幻 和板琢岛弗良特
、

明德林理箭〔叫
都可以根据第二个变分原理直接推琳出来 关于壳的一些简题引守在另一文中衬渝

所必本文提出的两个变分呜写理
,

不但可用于决定固有频率的近似位
,

井且还可以用

于建立近似理箭

满足运动方程和应力边界倏件的变分原理

考虑一个栽性弹性体在没有外力作用的清况下作固有振动
,

段应力分呈的振幅为
二 , , , ⋯ , 、 , ,

位移分址的振幅为 。
, 。 , 、 ,

回周频率为 。 在这种情况
一

下
,

运动方程可

以窝成

年 月 日收到
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会 会 鲁 脚
、一 ”

,

会
十

备
十

会 , 一 ”
,

会 会 誓
十卿、一 ”

·

其中 尸是密度
,

应力与应变的关系可以通过以
‘

应力分量表示的罩位体猜的应变能

厂份
二 , 。 , , , ·

,

几 , 表示如下

蔺
,、长产只

产厅‘气
、
少可

翻石 刁厂 形 厂

丽一瓦只⋯
’

万二 扮
,

”
’ ‘ ’ 丝小

厂

是应力分量的二二次齐次式 对于各向同性的物体
,

盛
”

乡公 厂
劣 扮划

‘

的算式是

一引
丁 一、了

一
口 ”一 ·‘一二产一二尸一

一 门一
、 谁

一 一

粉、
战在物体的一部分表面 、

,

帐力肇卜事
,

而在其个的发面 召
。

位移等 户弃 咭
一

是有边

界条件

子〔
。

上

住 二 】丁 。
, , , 丁 , 拿净 峨一 , 刀 ,

一 一 。 ,才
一 一下 , , ,

」

一‘。
·

下
一

、 。 ,产,
,

『 , , , 一戈, 二

在
二衬、 几

拜汗 们“ 议 ,“ 〔 、

这里
, 。不 ”

,

是表面法簇的方向余弦

所似我俩的朋题是从方程令幼
, ,

引
,

伍 〕去决定洲有频率 。 面我洲要把这

补洲翘化为一个变 分阴翘 卜面所挽的允开肤态是指这样一种状态二
, 。 ,

叨 是连箱的
,

, , 、 ,
, · ,

丁二 , 有下列形式
。 , 二 。氏

,

丙二 。场
, 二

场 。气
, 佑

并性涌 足运动
一

方程厂 和应力边界务件又封 换句
,沂滋

,

郎 二
, 。 ,

二
,

么
,

内
, 二 ,

几 , 满足下
一

方程和边梦升条件

普
斗

一

努
一

卜

争
一

卜。。一 , , ,

会 会
一
、

鲁
十 。。一 。

,

会 会
一 一

势
十二一 。

在 召
。

上
,

虱 元声十乙尹二让 飞尹十子巡
一

卜味、二 。
、

几了 礼声‘ 子声 二《 侈

命 泛代 友
’

下式
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。一 于
,

于, ,

⋯
,

孔, 一

赤
口 , , , , ⋯ , 丁二 ,

·

此式第二个等号的成立是因为 犷是应力分量的二次齐次式 对于以上规定的允箭状

态
,

我们有如下的变分原理 物体的固有频率 。 相应于下式在各种允蔚肤态中所取的

栖位
」

扩 二
翎
。、十‘十叨坤

“““弓

肪“
“““

告
。么 。 肠 ’ ·’ 叨 ’“ “‘“

二
二 , , ⋯ , “劣吻“

’

去

而基本固有须率相应于 式的最小的梅值

征明 式取梅位的条件是

。 。、 。、。 叨。叨 己。‘ ,
,

岔

二 。

霆虱 黔、宇
⋯

霎
名、,

一 , 一

由于护是 子
, 子, , ⋯ ,

几 , 的二次齐次式
,

所以从 的式可知
,

、、了、色尸卜

,山,上
夕了、了‘、

乡一丙
坑迥

】

丝
。声

鲤一丫

’ 刁『
‘ 一

’

延一 日丫出 ,

机
, ’

如果我们定义应力分最的变分为
·

’ 一。助于
么 ,

少 ,
、

名‘ , 二。 场
,

那末在利用 ,
、

两式后
,

乳俩得到
’

、
,

、
」 一

川翼
·
十

尝、
,

十
‘

鬓
叶 ,

、 , 、一

一洲
·

争鄂
十

鄂
一 鄂 祭刽

‘ 。

十

鄂
十

、

弩
十

鄂 , 一
’ , 、 」‘

二 沙
十仍机 ““ 十

·

、
, 。”、、、

” ”二· 饥”二 , 。”。 ‘

豁
口 ·十

身
少 ·月一 十 霏黝

‘二 , “ ,“
, ,

篆
一

瓷
‘ ·

栽
一

爵
”‘,月一 。

一

瓷
一

爵
一

黝
。丁 ,

、 。 ‘。少 饥。儿
, 、二 , 。 ‘。、, 仍。 , ”。、 十

” ”二 。”、 十“ , ‘“一
、 ·
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要此式成立
,

必须有
头。 砂 寻“ ” 刁厂
二 , 二 二一

,

二 , “ 获一一
, ·

, 又 , 一 十 丈尸 一 二尸
,

, 二
’

分 ’
一 ‘

夕 劣 几

以及

在 月
二

上
, 矛乙“ 勿

,

之之,“ 》
。

任不

这两个方程便是方程 ‘幼 和 幼 由于方程 和 〔劝 已担满足
,

所只使〔山式取橄傲的

简题与原有的固题完令相当
。

这就是锐
,

梅个周有频率都相应干 功 式的一 个振植
,

而
盯切 式的征一个梅位都相应

一

于一个固羊海 率 山此叮知
,

阳 式的最小的一 个椒做相

应
一

于基本固有频率

卜面花明的定理提供了一个决定基本固有频率的近似方法 这个方法与莱瑞黎兹

祛相似
,

所不同的是这里主要不是根据位移边界条件来简化位移
,

而主要是根据应力边

界条件来对应力分帕汀乍适当的筒化
,

但仍使
‘

仁包介必干不定因索 洗取这此不宗囚未

而求吐山式的报小的彬做
、

伐们便得到儿 术囚有频率的近似位

和平衡阴题的近似解袂 ”和似 在选取允
,

许肤态时 准七中可以包念不定常数
,

也可

以包念不守自数
,

在
一

子丝 衍趣 ‘
,

选收包允 不定山数的允
。

守状态 能够粉到洪好的刹 肚

妓羚丢别终 使
‘

川 ,

又取构
、

从的条件从
‘

甄

妇
,

、 呻
二咨币了

’

拓只
买 日, 人 犷 若 少

‘ ’ ’
子

一

犯妇介于妇份
, 归式

比应川 、价
‘

式来得方 更 讨 工不受附加条件限制的允
。

汀只又旅
,

日 式就址应力应 生 冷

系栩位移边界爷件
、

八九似解抉 , , 一 州 , 弋抬壮 头拟的脑 力应 变关亲和 之移山界 轶件
,

只 应梁的囚有振动

股 叩是梁的悦度的振幅
,

叮 姑弯知吮振幅 服
一

缺梁的杭万刚度
, 尸堪军 认长准的

竹从 在梁拟咧周娜水 。 作囚有扳动时
,

于玩洲有方程

括 了
犷几百一 厂
凉少

,

一
、, , 、,一

,、,

井架
’·

梁的边界条件池常有四种 青况
,

郎忱度
、

倾度
、

弯矩
、

横方等干零
,

铆 ,

后两者是田于应

力边 界爷件 仿洲 卜饰的 抉可似溉明丫〔卞固题中我洲有如 卜的变分原理
,

背 刀 是满

足应力边琳爷件的万矫 命

介
己竺

扭

月钊丫召

刀抓

矛、尸、

一一
哆

川

此式的梅做相应于梁的同有娜率 而址 小的彬做相应
一

卜烤本固有频率

执积来
‘

汁算 几 个科子 只使估升根据
, 卜 、未份到的奴似解粉

、

的准确凌

判如 吃文赊价
,

访
‘

所
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例

有应力边

两端愿空的均匀直染 段梁的是度为 取梁的一端为坐标勒的原点
,

我们

界条件

、,了、、
矛产

刀一白
产电、产吸、

干 在 。二 和 处
,

根据这个边界条件 我们取

, 一。
,

擎 一。
以男

万 护 一 气

其中且是不定常数 册此代入公式
,

得到基本固有频率的近似值

葱了
。 乙坷丽

’

这个数值准确到三位有效数字

例
’

一端愿空一端筒支的均匀梁

我们有应力边界条件

毅梁的最度为 取愿空端为坐标轴的原点
,

伽娜
岔

,

。 , , 二胡
在 牛二 处

,

卫 , 贫 ‘ 让 铸
‘
灯

,
, 一叭

场万

根据这个边李熬餐件
,

我们取

万 。 一 。 乙二 ,

箕中
,

是不定常数 粥此代入公式 得到

。 ,
乙

十

求此式的最小植
,

得到

、了、了
卜

几习、习
声、了叮、、

基本固有频率的准确值是

所以本文舱出的近似位的差淡谨 多

独矩形截面梁的弯曲振动

一种近似解法
‘ 山

役有山狭矩形截面梁如圆 所示 殷梁的

畏度
、

高度与犀度为
, 几,

我们假定 》几》
,

取 亡角坐标系如圆 所示
, 段梁的侧面不受

外力作用
,

而在两底面 二 和 。 乙上
,

可以是

夹住
,

或是偷支
、

或是憋空 当梁在 二擎平面内

山,

一 一 一 一 一 一一 一 一 一 一叭 、
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作弯曲振动时
,

我佣可龙兀合蓬里地假定应力分量有如 下的形式

万娜夕
叮二 一 一万甲一

沁

劣 、 ,

了
、

几
名二 一六言一 十下‘ 一

一
气产犷一

刃 乙 乙一

万 劝
。。

,

介 ,

“

铲一万
,

’

外 二场二伽二
, , ·

式中万
,

是任一截面 二二 。七上的弯矩与横力
。

么是新引推的一个力素
,

豁号 尸
, ,

儿 级及 卜面牌要用到的甜号几
,

人 代表下列植分

尹一““
,

人 一“

草姗
一

雀
,

肠一“嵘
‘一

碧
“欣 一扣

一

舒
,

凡一 “ 扮妙纂
”庚 一

翩
一

补
,

一 。 ’
一

义价
一

勃
、一

护
一

如

邹

根据运动
’

方程娜 、可知 位移分从有如下的形式
日

一 。
丈
一

。 , ,一 ,

一
。 ,。叹 十

, ”

恤少 、一半 州

这里 小 拼。 却 应满足方程
。 、

。 , , 、

汉
, , 。

万一 、飞二 一 兄 一尸。
一平一 , 万不万刃十尸田

一

叨。一 ,

、伪祷 刃 肠否

以 多
石

,

云矿万全十
一示一十尸。

‘

侧
。

‘
,

仙祷

分 、

两数 小和 叨
。姿愁有筋单的儿何意 义 公式 的表示梁的任一截面 二二 。。七在变形后仍

为平而
,

价是截面的棘角
,

叩。是洽截面裔度的平均携度

在假设以知一邝勿的情况 卜
,

运动方程和应力边界爷件已翘或者能够满足
,

但是应

力应变关系和位移边界条代叨 不能雄格地得到谕足
,

因此我俐去求助方程 封
, ’

仑能够

拾狱最好的近似的应力应变关系和笼缺娜红界条件

山 厂在本 川题中衍
二 ,

衍
丈

衍
二

独立 忆关 所以方程
、

妞 中的体植分化
一

为三 个面杭

分妞 卜

︺,

以徽
一

卦
少沁而一 。

,

毅
一

劲衍
·

血“ 一 ,

拭袋
一

奈
一

璧
、

、泳
一 。

应变能的算式 娜在水阴题中筋化为
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一

矗聋 佘
‘一

鄂
一 ·

涤价
一

斜
十

朴 笃 写
, 一
军、不’

‘ 艺 几尸 」

习稚移分量的算式 和 的算式 代入方程 劝
,

往意到在本简题中
一 ‘

石口 下尸之‘皿
,

「 妒 如

帆一武
土十万长卜 丽

一

夕」雌
‘ , 一石

”

戈土一丽厂若
,

娜 ,

并算出对 的精分后得到

氛兴一念
“ 十

豁 一
”,

勺

隐悬一念呼箫
吨

画
一 ,

只卑契二‘ 奥、。 。
一
挚二终挚 阅‘ 一

对
,

任厂
’

侣
’

厂 “公

由此我们得到三 个近似的应力应变关系如下

傲兴
一

’

少

念
“

瓮
一 ,

贰念
一

荀 瓢
一 ”,

司
, ,

几八。
, ,

岔叨。 几 口汉恤 八

一 二干 甲吸 二丫买犷 忆宁 一 丁 一言石
, 蕊丁

。

乃 、 仕刀 。劣 乙刀 。劣

方程 幼中的面猜分在禾简题中抬出在梁两端的扳似边界条件
,桔果如下

少 在 。二 和 劣 处
,

价二 哪 ,

叨

多、
一 。 或 一 。

所必总起来瓮
,

狭矩形截面梁的弯曲振动周题的基本方程
,

按照本文的近似解法
,

是遥动方程 帅
、

应力应变关系 动和边界条件 的

薄板的弯曲振动

巨

考虑等厚度的落板的弯曲振动
,

议 、是板的携度
,

风
,

妈
,

风
,

玛 是板的弯矩
和扭矩

,

勿是板的抗弯 度
,
·

, 是泊憾数
, 尸是翠位而稍的贯址 当板以回周频率 。

作固有振动时
,

我俐有方程
‘

劣 馨瞥
竺

口牛口军

十

华
。, 叨一 。

,

口万
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、、户

,︵卜
几

、了了、
一万
产‘一刁
一一

护叨 护叨 习
一 二二 二 二二 二

,

一 艺二 二
一一 一 , 二 二一

,

了 皿
二 一 劣 军 日刃凌二

‘

,叨

其中
夕

川引
一 , 川 州一

。

叽叽
, 万鉴夕〕

板的边界条件通常有四种踌督况
,

部镜度
、

法向倾度
、

祛向弯矩
、

横力等于零 其中后两者

屡于应力边界条件 仿照第二箭的方法可以靓明在本简题有如下的变分原理 靛 万
名 , ,

形 , ,

风 为一粗满足应力势界条件的应力肤态
,

并且

,,﹃

⋯
习 另

出

习月 岛

刁劣 万
十
习 日夕玛

刁夕

刁
一

不在有限的面精内等
一

于零
,

板的固有频牢相应下列泛再数所取的拯值
一

, 。 、

「解万
,

护 , ,

护五么
,

川 一沪 刹‘斗产 花干拱婴十气共兰 而句。 ,

一 。荞二

一
三丝生二鱼二土二了

,

一

五 ,汁 ”‘毒一“礴汉
, “灸’十

“ 井叹 “允 “

而茱本固有频率相应于 式的爪小的梅俪

不必撇足了州可修件的变分琢理

农 第二铆提出的安分玛、钾
· ’

汇
。、洲礼部环项汕抽

吸

运动 ’程和房 行迈界爷件 木饰找

俨箔提出一个一般的 变分 蚝弋弹
, 二全卜

,

允 汽哭丸敲只失求畜命力和位移分址是连辣王匆数‘衍不

必事先满足任何方程或边界条件

依照文献〔 」中的方法和靛
一

号
,

命

“一器殉岛。争
、
·

黔劲
十

二睽
一

卜

刽
十几甲

争黝
一玖

式中 仍旧代表以应力分从表示的翠位休精中的应变能 考虑与第二荀相同的朋巍
,

弹性体的因有振动
,

步卜假定子份一部分表而 泞
。 卜外力等于零

,

而在箕余的表面 机上位

移等 卜雾 对于这个周题
,

戎侧有如下的一般变分原理 弹性体的【司有频率相应于
一

列

泛雨所取的拯做

。 ,二份

了 、 之一 、 。十二十哪
“ ,“

去
, 乙’十 · 才夕“

“ “‘”
厂

而基木固有硕率和应于
一

上式了曰
、

的梅做 在 琳式中
, 尹二

,

补,
,

尹 代表下列算式
尹 一二挤

一

于
一

卜产 几洲
,

艺, 几 门
一

, 声 与沁 二几挤 肠弹十 , 声
,

而 艺
,

悦
, 奴是

一

戈面认钱的方向余弦
』



期 胡海昌 关于弹性体固有约万李的两个变分原理

、

征明 式取振做的条件是

卜
妞

⋯
,

阵

无一即
‘几、

一
、

⋯
,

一

盯脚、。
一

书澎二
·

二 ,

耐
‘“

一

扣伽。、
叨

、。一
’ ‘

粥变分算子 作用于精分号内
,

井舱万 的算式 代入
,

得到

拼
厅

瓷 楞
’

瞥 、瓷穿
几

一 瞥黝 杨嚼瓷 即
“

’

川霏
一

簇
二

舞三簇城十豁
一

黝
。’,

公

十权胃 十
之

一

袋嘛 嚼瓷
一

釜 玩汁
、

一

瓷
‘ 二 ·“、“ 一仃二 ”、 、

“ 夕动“

鲡一妙业而

一 、 肠 ”,
· 。

、 , ‘ , ,韶

一
。‘ 、 ‘ · ‘二 , 男‘““ 一 ”

·

肠

利用文献〔〕公式 劲来变换上式中的第一个猜分
,

我们就得到

丫

以

洲瓷
十

锹 鲁
尸。

协
·

赘 静 鲁 ,咖
、 ·

会 努
一卜

会
、胆 叨网“句

拼毅
一

黝”
·

偿
一

,

斋
,

篆
一

赘”
二

瓷
一

霏
一

箭、汁

瓷
一

杂
一

瓮
。呼 瓷

一

霏
一

会卜扣
劣、 十

’

、 。 和 。“, ,十叨、
。 ‘“一 、 ,

· ”肠 , 夕”。 介“叨 ,“ 一“
·

,

由于云
, 。 , 、 , 二 , ⋯ ,

场 的变分不受任何限制
,

所么从 式的第 个被分我们得到运动

方程 幼
,

从第二个被分得到应力应变关系式
,

从第三个技分得到位移边界条件 动
,

从第四个枝分得到应力边 跳条件 叼 由此可知
,

式取拯做的条件与原有阴题完全

相当
,

这样就征明了上述原理

才征明的变分原理提供了一 个决定墓本固有频率的方便而有效的方法 任选九

个包含不定因素的函数作为应力和位移蜀弓遗
,

然后求 如 式的拯位 这最小的梅位便

,盯卜曰⋯



⋯
, ,

⋯⋯⋯一
一

丫,‘,丫﹄甲
‘
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是基本固有频率平方的近似值

在上远原理中
, , , 心 , 。 , 。二 ,

·

,

玩和它们的变分不受任何限制
,

因此可以韶为公式
阿 是固有振动阁题中最山般的变分原碑之一二 如果在公式 羽 中

,

我们扮 、
。 。 , 。 ,

’二 , ,

二 ,

碗 似种种限制〔当然这些限制必须适合方程
,

哟
, ,

〔动 〕
,

那末我们便可

引出一系列较为特殊的但仍相当普遍的原理 令册重要的特例列举如下

假定位移分量已满足位移边界条件 在这种踢合
,

公式 侣夕筒化为
,

伽、、旬一二 少亏〔一 几
一

「

丢川从份十
形‘十 飞扩 “ 兄详少砚“

少

变为

尸、

冷
沪‘、
护

万个
百一更了

,

醚拟习︸︵假定应力应变关系好匀已袒满足 在这种踢合
,

口

淤

岁几
枷彻
方叮

舫
、

劣习
毖一

‘

资

这里 打是以应变分直轰表示的翠位体植的应奄能
,

因此 别筒化力

一舫 凡

‘· ‘ 、此一 、 , 之乞 二
一

,
一

、一、
二

岔。

一通万
。灭、矛

一

,
‘

右 、
一 、、 ‘

,
,
一

了 ,‘、

一
,

假定应力应变关系及位移边界条件已担满足 在这种踢合
,

公式交钧 可以进一步

筋化为

田 , 二

““ ,“·

香伽、卉
叨’

“、

这便是熟知的莱瑞原理

再渝狭矩形截面梁的弯曲振动

铁摩料可理偷
一

考虑与第四铆相 司的尚题
、

我洲要从公式 以幼推璐出敛摩辛柯理希中的运动方程

和应力应变关系 由于梁的厚度小于它的高度而高度又小于屯的长度
,

因此在一粗近

,

、、
刀

似中我俐可以合理地假定 参考阔

万娜
‘ 一下一匀 丁幻二

二少 如

见尸
勺 目‘ 声

工
‘

口 , 叮 , “几 ,“与
,“

,

、。 一功钾
, 二 , 。反二

, 公“ ,

川



期 胡海昌 关于弓助性体固存红灵率的两个变分原理

式中万
,

是弯矩和剪力
,

功和 二是嘛角和揍度 而

一 甜尸二
,

二落于一
‘ “ 一

是截面的面猜和惯性年一在假靛 熨 的情况下
,

的算式 变为

疏
“ 。 , ,

八 梦 、
犷 长

,

言 十下下二 二 言下石名
一

十 只了下二丁电上一 下犷
卫岁 么呀 艺四

一
汁

‘ 、 几“

因此 的算式 红 变为
’ ,

二二

形 种
。 ,

如 、了 二 面一书 琴‘护 是笼冬 一畏 】一劝十花二 】一面
一 ’

尸 、一 矿 八 送丫 ‘

面

护
, ”

,

八 翻 ”、
一 二气二二言另 一 二一二汽二万‘ 一 气犷万
艺对

‘ ’

吕份’
‘
、 九‘

弘

孵 斑
,

义 代入公式 妇
,

然后算出对 军
,

的横分
,

得到

、,、少阿口尸曰勺
了、、

、

。、 , 韦

一 匀
盆

“
。一 一
脚 。

叨

毓
。、 ‘ ” “

’

二
, , 区诱

,

。了
’

,

面 、 妒 驴
一 以 , 万 寸 以 龟一华州 , 了 一 二 芬下 一 二 下奋

。

佑
, 一

、
’

公 艺石 廿刀

中井

公式 防 便是这种近似理箫中的一般变分原理 窝出使 的式取栖值的条件
,

我们得

到方程

、,、,仃‘︼︸勺
声了吸、产、、⋯鬓

十

奈
一 。, 一、豁

一

爵
一。

一

嘿
十。 。 、一 ”

,

瓮
。
争‘叨一。

在梁的两端有边界条件

诊协呀

功 或 河 ,

砂二 或

方程 韶 是近似的送动方程
,

条件 的是近似的边 』称纂件
,

方程 阶 是近似的应力应变

关系
,

它也可窝成下列形式

、了、
了,上日

口了、、

、、夕了

功一而一面
矛

‘、、

尸碍一一一。
一一

,无
功一
,

仍一

刀一一一万

其中

方程 毖 一 便是铁靡辛柯理谕中的基本方程
,

在轶靡辛柯原来的推演中
,

应力

应变关系 是当作一个独立的假殷被引巡的
,

但是在本文中它们是根据假段 推

琪出来的
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一
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在生极巍中
,

我们可以合理地假定

少‘ 二
万 劝

兀
一“

、了
、

扩、
场二不歹

,一铲一丽少
’

〔劝 了
二

衬 、名 一 二 忆 一 万 矛 珍
,

矿
汀 ‘几 ,‘ 马 一 ‘犯

一一似
、、,产肠州︸︷丫上

一

姑

一 、
二 , 叨一。 二 。 , 《 , “

其中
,

几 。的意义仍如盯 式所规定的 极过较反的针算可以征明
,

在假隶 幼的情

况下
,

使 〔视 式取毛篓值的条件是方程
。

句
,

的
。

这样我仍得到与第四邵完全相同

的拮果 山于在假殷阳纷中比在假殷临 包合有更多的不定因素
,

所以可级肯定第四

饰提出的近似理谕
,

此姚膳 辛柯的理箫更接近于准确解

,

再渝薄板的弯曲振动

扁弗良特
、

明德和
飞氏渝、

劣 志等厚玲的均二齐向同阵研扒的弯曲杯动洲抛 炭 人 楚板的林度
,

取板的中血

为 二夕 大卜标而 右二一拔 任似中
,

伐洲 叫只合理地瑕定

吧 见

盯六’万气 斌
‘

于
‘

“拐 丁 艺万 二

盯
, ,

性
,

,

犷

勿,、
丁‘

, 劣 ,

了产 柳迎巡 厂 翻铲一 丽
一 ,

价
“姚 四少

护护

、二 一小
二

汤
, ,

一功
,卿

,

州
。
二 叨‘二 酬

,

式中 赶
二 , , 。是板内的弯矩和托矩

, 二 , 、是横力
, “ 是板的忱度

,

魂
,

呜 是垂有

歹板中面的袋段的科角
,

在假能嘟 的情况 卜
,

公式 匀变为
。

、 崖

打加、
一 卜、从一、、 叨。

心 一 入 七
一

—
一一一一 一

砚

筒 、

矿一犯
一一

难七。
一

‘

,

‘长小姜 功弓, “
矛尹“““ ““

”一“贵
一 ,

会
一 从

·

耸哟
一

卜

州
一 、
刽
十

一么、
一

妙、
夕斗 洲

肚馨 肘 一 业”五 叮 十 了
、

十 必厂荟
, 一

川
侧研

一石否万气碳 心
,

哪
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。二 二
十饥 , ,

叽
出 。风 二

, ,

风 沪一 。 凡
,十 妈一风 二

,

功
。

讥十。朽
,

功
, 二 一二机 中,

, 是板中面的周栽的弧髯
, ,

饥是周艘法艘的方向余弦
·

由 式中规定的各量具有商

翠的力学及几何意义 吼是板边上的横力
,

鱿
,

是法向弯矩
,

风是切向扭矩
,

机是板

勉的法向 ,博角
,

访是切向傅角

窝出使 式取振值的条件
,

我仍得到下列方程
, , ,

十 芬二 又胜 一 歹 理刃
乙

, 、

诊, ’

, 气又一 侧

军

十擎 典奥 、
二。一 。

,

口公 为

, , ,

哥二又之以公一 , 别 翻
乡

丛而丛彻

叨
一饥中下

一一
口牛

八 ,

叨 , 。

, ,

一妙公
卜卜又尸

闷

一 二下不井一 ,

口夕 廿几丛跳
一

瓷
一

鄂
。汁‘、

一 。,

一

鲁
,

一

鲁
, 。 ,孙

, 一 。,

卿

几叨

在边界上

功

叨二

低 ,

风“ ,
。“

勿

或或或

旬、,钊
,﹁沁一为讥︸

拐一劣奴一﹃口
一沪‘

方程 是近似的运动方程
,

条件 是近似的边界条件
,

方程 是近似的应力应变

关系
,

它也可以窝成下列形式

其中

一戒豁骨
,

妈一刀祭偿
,

、
,

一丛替丝爵 ,
吼一瓣成

一‘
黔 场

一膊“ 一份 ,
布荞鄂了

, 、一

号
· ‘



力 学 学 报 士签

参 考 文 献

」 毛 丑 。 , 丁 ‘
·

已叨 里 望乎刁聆 卫 仄 。皿 益 , 习 。邓
·

〕
, ,

儿 么血。 卫
,卫 日 王恤 五

垂 蓝“皿。卫
, 八 ,

枷兀 氏 只只 亏￡狂 皿 『 “ 息两 兰城工 ,

「 加〔踢 姐
, ,

拍卫 件 衍。 赫 日。〕漪 姗 尸形 卫匆
, 均幻

,

钊 一 魂价
分 , 」 一

」 币互只兀仄
, 只 ,

毗叩姗丽 即
兀 即只 朋砚 呱做 孔叮币枷肛 卿 衅即扮

“ 做的 只开 刀夕杖洲
,

用

劣 , 婆 ,

一加
。

〔 飞 , 、。 孔
, , 了工曲

。 译 。七 ,
,

双 么 月且 , 。。 。几
卿
。 七姐 只 ,飞士 、 峨

· ,

时只卜
、
·

川 悉绷
二定刀尸 刀此 , 互 弱

, 一

〔 」 谈库长
、林鸿非

、

胡海昌
、
叶开沉 , 弹性柱体的扭迪擎哩渝

,不十学出版放出版 , 州躺年
〔 〕 胡海昌 , 流弹性体力学与受范性体力学巾的一般变分片理 物姆华报

,

弱
,

阴一 阳

此

主、卜 壬以 奎汇工丁

了、 , 犷 “ 了, ,了 压了、
、

人‘ , 丫 、 雀倪汀沪肛
。

南 , 价伟

八 苦弓目吸
, 节盆人‘

、 ,

公记。 充 , 叔 城王一 尤 、、 , 、士
’

‘几 卜 五 、〔,、加、 ‘又, ,
、

‘ 毛、 ,
,

执
‘

。、
一

、川 。,、
,

邢
,

, 佃 七
、,
·

几象、、,飞 、
·

, , , , 亡抽 谬么粗
, ,逐 导

、 、 , 八 ,

翻。 就咖 妹 “ 讹 朋
, 眺拍邵 的 钾现滋。 比曲

,

朗五七沁 ,

入尸 七 只

。一
〕,

疏
,

气一 。弓
,

,

二 ,

物 。气
,

陷少

衍 二 。
, , 乙, , 一 。嘱

,
, ·

, 名杨一。 名几
乡 ,

林幻

、时坛行 七 就哪
。一

,
〕 的 句谬 叭 哪列

, 堪 ,
、环。。

的 训 姐 珑。 找
一 、 七众、 、 , 、、加

会
一卜

会
十

鲁

食 势食
脚气二 ,

一卜胆
公一 ,

日几
之

击如
一

‘ 一

￡ 口万

、

不二一盆
一
尸。

一 之

口 二
二

。

七

亡怜

介 拍 目 亡 仁 亡
, 、, 、‘、 ,

,

厂陀 、 。 。 山 〔、 ” 。拍、 , 、夏寸 , 抽
一,叭

,

‘,七加

旬 二 亡

沁沪十办
”自 “沙扩

、

一。

,
’‘。· , 口

一司“ 、
赶 少



期 胡海昌 关于弓孕胜体固有频率的两个变分原理

犷 加 伍 砒 玩 计 班

玩 双 舫
, 。七毗

刀刀刀 七 砚 “。 。琳 七注 七 ,

加七加。 过 了 助 了 好
七 幼 万 鱿

,

七 , 抚 七赫 以 妙
￡ 七 咏‘、 七加 吨

。 奴七 如、
“ 一 几、 二

,

叫
““

拐

汕 ’
】

玩。 以

翎卜夕枷
’十“ ”“咖

丸 枷 阳肠 枷 、
,

月一 十口嘛兮
’

十场嘛十蒯
一 厂叭

, ” ” ,

叼
’

矜
,

介
切七 拍

介 伽 过 七 五
, 。

血 夕
。 。 比助 此 。 伽

。 、如

禅 成

“ 妙份“‘
。

臂脚 肿 呀竺
,

呼竺吧沙煦
,

叮
乱 刀 王 功 丈 卫 ‘ 」 】住

一

工

彻 够 。
、 卫计 哪

’

叫毗加
。

恤
·


