
力 学 学 报

第 卷 第 期 年 月

考虑剪应变的弹性薄壁杆件的振动璐俞
‘

胡海昌 踵万艇
中圃 学院力学研秀所

引 言

对于开口截面弹性薄壁杆件的振动周题
,

符拉索夫 在 如 年提出的理希
,

是基于下列两个基本假段 劝截面具有刚硬不可变形的周袋 吞中曲面无剪应变 其

蕊后
,

有些学者也曾提出过相同的理流 例如 海里格〔,

变
,

我俩可么估补得到
,

符拉索夫的理谕只适用子研究‘
由于忽略了中曲面的剪应

率的固有振动和孩迫振动
,

而不适用于舟「究高须率的振动 由于行动载荷和冲击载荷必然引起各个固有频率的振

动
,

因此符拉案夫的理箫也不适用于研究这些载荷作用下的振动尚题 为了要更好地

研究这些固题
,

必须要考窟剪应变的影响

最扛解伯民〔 ,曾放雍了中曲面无剪应变的假魏而只根据截面周技不可变形这样一

个假毅提出了琢壁杆件振动的一般理渝 他的理箭虽然此较准确
,

但是从夹用方面着

来
,

未免带来了不必栗的数牡的困难 我们知姗件变形后
,

不但中曲面要崖生剪应

变
,

拜且截面的形肤也必有变更 因此
,

在假定截面周技不可变形的情况下
,

完圣不采

用关于剪应变的假段是过分的精撒 这种精撒
,

事实丰拜不能使理箭更接近于实际情
况

,

因此作者韶为
,

为了使理希能研究较多的咫题
,

只需要冷有关剪应变的假段稍稍放

霓就可必了
,

而不必完全放染不用
’

本文的 目的在于提出开口截面薄壁杆件振动咫题的一种不过分繁复的理谕 这个

理输是环本文作者之一最扳提出的变分原理 为基磷
, 它可以歌是铁座辛柯 〔们关午糊

梁振动理渝的推魔认 在截面具有两个对称翰的情况
,

本文的理篇命比铁磨辛柯理箫多两
个关于扭搏振动的方程 工字梁的扭卿振动刽算表明

,

本丈拾出的频率比符拉索夫理

就淞】
、 ,

而在很大的范圃内与解伯民理箭几乎没有区别 此外
,

我们还指出
,

在杆件作扭

卿振动时
,

有两个披速存在

固有振动的基本公式和方程

先来考虑杆件的固有振动周题 取一在角坐标系 。 , 万, 。,

使 。轴沿杆件的反度方

盯 年 月 日收到



斗 力 学 学 报 卷

向
, 名 , 夕朝与截面的中心主翰相重 敲 。是截面周枝的弧反

,

从周技的一端算起 我仍

牌要用文献〔 」中的一个变分原理来决定固有频率 为此
。

我们对杆件的形变作如下假

定 杆件变形后
,

它的横截面在平面 二 。那七 的投影的形状不变 部周裁 硬不可

变形 这样
,

横截面的变形有如一 个 体
,

因此可以用截面的弯曲中心点 通〔按照

符拉索夫的理萧决定
,

段它的坐标为 二一 。 , 刀 的的携度若
,

幻
, 刀 夕

动和截面揍通 点的

褥为 斑
,

幻来决定 截面周袋工任一点 对 沿周袋祛换方向的位移 诚
, 。 ,

约和切援方

向的位移 斌
, 。,

幻各为

、一 。一 , 一句。 空
一

卜
二 一“ 。 空

, 、一 。娶十 空 。要 川
切 。 “ 石 幼石 伪石 幼汀

截面上任意一点 万 的蔽向位移 侧 , 。,

约可习用下列四项式表示
‘ , 。 , ‘ 乙

, 忿、一二机
。名 一万喝〔

, 古 一 。访。 , 云 ,

这里 乙代表截面的移动
,

诊
二

和 功
。
代表截面的斡为

,

沙。
代表截面的扭曲 根据假定

和
,

中曲面的撇向伸畏应变 和剪应变 , 各为

习全了,

￡二 百石
乙

决
功, 功。

一 万 下丁 一 。 一不丁
一

,

口另 ‘产

孔
,

孙 户苦
下 一一布 一布 一

‘

飞 于尸一
口入 《 八 、 口 二

刁刀

气不一 犷
伙刀 、

一 一

华一 价
。 ‘

份
二

护沁 声《之万

关
一

几杆件
‘卜应力分怖情况

,

于叨勺作如下瑕定 牡 洽杆件厚度祛应力的非均匀分怖

的影响可只略头不升
,

洽 享度剪应力非均匀分怖的影响可似归拮为一嘴

它与扭林角 扫有下列关系

虱一低塑
,

口见

、

内报力知 刀。

式中 口了‘ 是杆件的 自由托林 度 法应力的分怖与符拉索夫理输中的分怖相同 郎

可以用四个内力 万
, ‘少

,

风
, ‘ , , 云 , , 云表示如下

。 , 。, 云‘ 歹 弃与
扩

,

几

,

风岁十下一沙 一
摺

了了
·

剐剪应力沿厚度的平均位 喊
, 。,

句的分饰情况与符拉索夫理箫中的分怖情况相同

可只用三 个内力 份 ,

幻
, 乡任

,

幻
, ,

引 来表示如下‘

,

吃

宁 礼刃 , 如
习。

几办

二

扩 毖 了》
、‘工 儿

’

‘夕

梦 岁
度 几

。

在公式
’ ,

中
,

无 ‘ ,

·

、一 。 ‘办

二
一 , 、 。, 。。一 。 “ ,‘

一

︸尸

侣

专仁。亦 、一

知
“而 弋 一

协
“叔
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这里 几是杆件的厚度
,

是截面周簌的弧反

七面引淮的一系列假定
,

比 将拉索失所用的稍稍宽松一些 如果我们再假定
,

丝
,

些
,

塑
丫 万 召 ’ 丫 习么 丫 。 刁名

那末我们舱得到与符拉索夫理箭完全相同的基本公式

文献【幻曾敲明了固有频率 。 相应于下列泛函所取的拯值

其中

。 。 、

加“咖
一

价叩什。,

, ’“

翎协 、
叨 ‘·‘““

、

二一奈 命叭豁 征骨黝
刽 、

嚼黝
一 ,

而 是么应力分量表示的翠位体横的应变能 由于在本周题中我佣对位移及应力分

怖作了上远假定
,

的体覆分相应地筒化为

伽“ 、
一

翩份
十二 一

聂
一

勤
““ 合、 鄂沁

这里 是杆件的反度 舱 。 , 下 , 。 , 二 的算式
, , ,

代入上式
,

然后算出对 。的

猜分
,

得到

石

川万“公‘ , ““一 〕
二蔡 风擎一叽擎一

口名
一

口名 口么

功。 ,

。 厂彩 八‘

二子 , 州 叱域 言宁一 梦出 州

口马 口活

《瓮
一

命袱霎
一

叼 丝二 衅
‘

斌 尸
刀尸 刀

出 刀 刀,

编
口 氛

瑟一 场
瓣硫

, 。

砚鑫一不城石一八
‘
一

,

乙公
动

品。
二

扩 ”
二 , 一

二 。

二 。。

二 一

。

”

、一 鲜
山

喃式 十 百仔 ‘ 矍
“。,

其中
、一

孔和
,

二
。一

和
,

瑞一

孔赞
,

几
。一

臀
山

,

几
。一

孔臀
山

,

在本文中 , 。有时代表切性面俄 , 有时代农颇举 , 由于这两个盆总是出现在很不相同的地方 , 因此韭不会

汤淆
。
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杆件的侧面是愿空的 如果杆件的两端面是夹住的
,

那末 翻式分子中的第二个覆分变

为

。

帅
二

十、十 , 一 价
叨 , 十 、

、 十砌
幻仙 ” 少

妞

共公式
, , ,

叮少代人此式
,

然后算出覆分
,

得到

。 舫 ,
·

二 叨 ,
·

“

二 乙 沙 一五艺二

功, 一 凡饥十 老 刃 风 夕 〔

如果杆件的两端面是憋本的
,

那末 列横分就孩省去 如果杆件的两端面 卜的部分位

移等于零
,

那末应孩在〔
一

勺中只保留相应的项 而箕余的项省去

公式
厂

州 中分母的体私 分
,

代衷干件的动能
,

在本尚题
一

中
, ‘

已等 几

一

去娜
。、 、

叨
一

、 、 、一

以 时 、
·

赫
,

‘, ,

找谓假定杆件的密度 , , 玉 一 个常数 悠冷口 洲 ,代 人此式 然后 冰出对 、 的精分污任到

里

“二
乙

动”尸‘’“ 十影‘ “

“ ’

州祥州 价 一 。 。。‘挤 气扩 “沉 ‘

朴价挤
一

其中

十四

十 ”
’

〔垮一例川 哎
, 、时 秒 十 。。小肠 补

凡二人 杨
一
卜孙 矿十 钧 夕

淞算式
,

脚 八 代人公式仁匆
,

然后列出使 扩 取梅植的条件 我佣得到下列

个方程“

刃扩
、

一
越决

普
,

工。

又
‘

一 坛 一 万
一

万 ,

口召 贬才 不

洲
《才一下八 一几

贬 佗 才

五。

材、一 花下 一亏
气 ‘夕 。 、

衬二 加 ‘

洲聆

又上 一诊
、一

口忿

· 。

‘了 二才 ,

石。
二

衬。。

汽
孔

‘汀孙
一

、。

了‘
· , 尸

创山
人

一

刁夕
之

一 功山 一 一 而荔蕊份
去

之。

一 炙
,臼

勺夕﹄梦犷

妈
甜。

二 , 物夕

妙
, 一

决

鑫

沁。 盯少
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刀
一 气了 ,

一

二 孟
西 。切

。 尸乙一 ,

。 尸尸‘若 夕 ,

呱一和翌、丛。一

鲁 扩、 一 ,一 ”,

。 荡口 砰若一 。尸刀 ,

。

’ 、

护夕

丽十 份人丽

瞥
十协、衬两砂

。一 、

一

瞥 、, 、。 尸

、
, 一 。,

一

留
十 。 、

。

,
。一

或或或

此外
,

我们还得到下列各种边界条件

在端面上
、 ’

乙一。

爹二

刃

。一 。 或 十叽琴一 。
口名

方程 是应力应变关系
,

第一个拾出

‘

机二 或 叽二 , 、

妈一 或 瓜二几

功田二 或 一

方程 是运动方程
,

方程 沮 是边界条件

加

这三粗的

‘

,
了、了
岁曰八几

翻月
了‘‘、

在端面上
,

。

一二赘
,

二

豁
十 。、一 。

一 。 或 器一仇

跳便是熟知的砒向振动方程 方程 的的其余六式拾出

么一

叫二
·

嚼
一

叼 二 器
一

叼 二
·

臀
一

哪
,

一以心 髦
一

叼 岛 豁
一

叼
十标

’

臀
一

哪
的

侧匆
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广
砂、、了

山功一
口一之一

、

山

,夕竺一

黝嚼嚼喂
‘ 一

以毓嵘
一

叼蛛

叽

万
二

二

刃二

其中
。

凡
, , 一 ,

瓦 。。 ,

由下列的关系决定

几 五。 二 。

八认叫
,凡

二 ,

乓
,

矶

却 , 绷 , , 二

凡
。 ,

坑
必 山 、

了赓夕万吸龟龟、、孔
’

沈 绷 二

衬 。。

烤

几几 , ’

几二 。

, 翩
’

妙

而
’

二

乙,

扬。

吧

几厂
‘

,

孟
, 、 ,

万分 ‘心 认

丛
‘

了 侣

‘了,互龟、
、

牌公式了触 代 人‘加飞的后面六式
,

我俐得到似位移分量表示的运动方程如下

、、
‘

、,
,

亡
了了

、

犷 、 扩补
入 乏

几、了‘

少
气犷

忿

厂
劣 、 犷 才
尹

月 二“ 梦

〕牙 小
。

决 , 乡之
号

一

万
, 君 乃功。亡乞

乡扩 决

闷

了
、

。。户 若弓
一
乙刀 二二

。
,

叫、 豁
一

爵
。

穿
一

蛰
十 瓦卿

雾
一

瞥卜
。 户尸 刀一 口 一 。,

叫凡
川

募
一

黝
十 、

侧

豁
一

瓮今
汀臼 。

寡
一

鲁 卜

二雾
一

。。 。 、“ ““ 一尸。 二 ·

‘, ,

另

锹
· ‘ 、 器

一讥 十 、 留
一 妈 十 、

。

豁一讥 卜
一卜。公户

汤

汽“
,

妙

势
十叫、 雳

一

讥 十 夕

望一叼
十 。

。

又器
一讥卜

一

卜。 尸 妇妈“ ,

洲
瞥

十 伴 二
。

雾
一 、 。

“

豁
一 。
刁

翻 。

豁
一机 卜

十扩对
‘

神
臼瓜幼

、

和 、当 是本筋所要推琳的基本公式与 方程

少飞

料
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‘

具有雨个对称轴的杆件的扭搏振动

考虑截面有两个对称轴的开口截面薄壁杆件的振动
,

此时由于对称的椽故
,

我们有

二乙 ,

风尸风
。

属
。 ,

怂二几 扬二
‘ ‘

甲

公式〔 就变为

二 癸
一

黝
。

钟‘一。

、鲁
十

、嗜
一

叼
。

、一
·

、
‘

穿
一

势
。
、竺一 ,

一

二
,

鲁、。、 豁
一

叼
。

、
一 ,

二
。。

豁
一

鲁卜斌豁
。、怂“一 ”,

二
。。

瞥 、
。

器
一讥 。 、

·

, 一 ”
·

心

乓

这些方程会同了相应的边 』愁餐件可么分成互相独立的三粗
,

方程 相应于在 。方向

考虑剪应变的弯曲振遥
,

的相应于在 咎 方向考窟剪应变的弯曲振动
,

我们不去衬输

它了
,

而去考愿舒及剪应变的扭搏振动方程

现在来衬输筒支杆件的扭本尊振动
,

它们的边界条件为

在 名 处
,

一 、 。

势二。

口名

一风
。

华
一。

口另

井。口口

在 。 处
,

为了要满足边界条件
,

我们取
, , 们

月

万召 , , 。 肠盯名

仃 口 “ 一

了
, 平“ 二 昌 一

厂

以此式代入 式
,

于是得到
·

赊
’

二
十 、 ,一司

一讥
·

眠
·

答一 ”·

一
捉洲鉴 甜

切 ·

韵一对二 鱿刁
一 ”

·

为要使 口。和 功。不同时为零
,

它们的粉列式必须为雾
,
郎
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、 。
·

, 。。、,

一
。 。、一 等

’ ·

“ 一

〕
“·

芍。
。山

二
·

、 群
哗从

“ ·

、一 ”
·

它的根为
「 临 、

矛式 。 十 二
一

】遨 。。

力 尸
口‘

一 一一一 一一一万千

—
士

三 田山巧 ,

户

州
土

二二钾万丽牙
叼户坑汁、万加司一红

。。习, 俘丫
‘ 。的 口尺二 件

沂摆迎凡‘创
么孟

、 、

涎
。 共有两个正根

,

由此可 觅
,

对于裨 角召的同一个振动形式
,

有两个不同的频率与之相
、

对应

作 与例 子 我们补算
一

如阔
一

所示
一

〔宇形截面研壁杆件的机棘振动的拓率
‘

尺寸可

见阎 刘
、

拮
一

果如同 从 于此可晃本文桔架 与解伯长 〔“川的桔 染是租附六泊勺
,

数字升算表

下么了上
护‘一一州︺者

左一一、

沪‘口内
曰

」

关二夕厂力

喜材万
订

肠

夕
,

翩白民
杰文宗吉

口

了

卜一 , 夕去一 , 州
’

幼

彩

乙万
夕 万 留 范

口

勿 乃 刀

劝 文嗽 「〕中圆 的曲枝是有路睽的
,

在第洲 或歧后找个 关件 偷拼加人 匆 述艘的条件
,

即

式
。 , , 二写 。 。 ‘ 二戏

。理 , 了二
‘ 。 , , 二卫孟

《‘ 。, 二 、
,

篇
‘ 。 , , 。 。 。 , ‘,二

“ 。 、二‘二
二 。,

工 钾 、
一 “ , 口心 一

矛

‘ 器气一 “ , 户 二式
一 。 , , 。 ,

、
,

二、一 “ 。。二 , 二、一 “ , , 。

二
一 。 。 。 ,

“二一 。 。丫
·

二 二
, 一 。 。、‘ 二 二 ‘ , 》丈, 川

本文所川的曲枝是玄新算过的
。
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明由本文理箫算得的须率低于
·

“
·

符拉索失的
,

但一耀此解伯民的高
,

只在 较’、

时才此解伯民的低 在圆上画不出七们的区 了

解伯民的理箭是对杆件变形作了一定的限制后推璐而得的
,

其频率一定比准确植

高
,

本文理谕由〔 中的一个变分法得来
,

不能能由此而得的频率一定比准确值高

’

扭搏振动的傅播速度

方程 是用在筒韶振动时的振动方程
,

而一般的振动方程只要把 扩 换成对时简

‘的偏蓦数就可似了 式 换好后就如下
’ , 、 ’ 「

月一

、、﹁

阿了

产了气、
、

吞、飞

尹、勺吸、‘
、

、,、于

‘

傲二
豁

二

鲁
十饥豁

一尸。

瞿
一。,

‘ 公 二

瞥 、
。 ·

器
一讥 一对二

挚
一 。

‘

与
,

我俩采用无量枷数女了
’

二
’

石
一摄

,

夕一氏 。一公瘤
,

’ 、 「 ,

一漂
一

⋯一赘
,

’

召二

爵 争
于是 式变为

「

尽
·

了
。。

摊

’

《募
一

黝
十

赘缪
一 ”

。

赘 臀
一 。 缪

一

上式中为了简辈起兑
,

把 石和 夕仍旧舞为 和 夕
,

想来不致弄结

考瘾一半无限是的杆件 的振动
,

它原来是静止不动的
,

而在 份 。时在端

点 “ 上受到某一种娅动二我们采用拉普拉斯变换
,

。、。一
肠

。,

。
一

喻
,

。、, 一

犷亦
,

、、

利用初始条件
,

我们有

缪。名 。,

令分吕’梦
,

于是方程 变为

、了、少了口迁山
户了尾、‘、

。

嘿
一

嘿、嘿
一 。 。一 。, 。

嘿
。,

婴
一
叫

一 。

、己
、 以 自 甘油 以冷 口冷 , 沁

下 我们米求 的这样一个解

口二口。· 。一 ” ,

毋 功。·
。一邢
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一月
、了、了呀上住连

,

了、、咤、

代人了勿后
,

就得到

夕。·

伍妒 妒一卿 。功
。一 。 一乡。 ·

沙 讥
·

伽“一下 , 一 。,

为了使 氏 和 功。不致同时等于零
,

它的行列式必缪轰等于零
,

于是有

袱沼 十动 一矿〔下十护‘十 。 助 〕 护十下 , 二氏

这方程的根为

二
‘

亘亚于 。 土犷 交三万泣 计。冲一 画仁一殆叹再丽
一

司 门囚 一 ‘ 、 八 产弓 , 、 一 一

, 艺口气上‘护比

门

⋯
一一

我俩所要的 只是当 、 时等于零的解
,

因此

日 口。 ‘一 ”‘ ,

夕 , 。一 ” , ,

少一讥少一 ”“ 讥 。一 ” , , 。

妞

上式中的 二 和 。 , 必须是 拐 中在植分路摄 五 圆 上满足条件

丑 吸 和 几 物 动

的两 个 氏 卿 和 仇 扭 应满足当 二 一 , , 时的‘ 式
,

仇 。 和讥 习是 习的相应于

物 的解
,

此外它侧还应当满足 一‘, 处的边界条件

根据黎曼一梅林斡换公式
,

得

其 ,委
口二刀, 十刀

,

功 诊十功

刀
,

汀滚

。。。 ‘ , 夕 , , 二 一 、。

、、 ,

石

,

叭 嘛 物
·

冈 卿一叽 叭

哲

可兑圈

在 右边作一个大的半圆 厂 如阔
,

因为被精雨

数艳 右边没有奇点
,

所以沿 的精 分和沿 尸的稍分

相等 由傀 可知
,

当 。 很大时 , , 的粗是生
, 二 的

兔

粗是兰
,

处二犷了
, 匀“ 丫 蕊

囚此 化为
, , 、

了 乌 、 ,

氏 二骊
。

又吕 ,似 ” 、
了 一可 氏 “心

,

。
,

一
炭

、
,

。。。

二 升

其中 、 省
’。
二 ,

, ,

之
丁 一 一

夕

、
’‘

丈
,

” 省
,

山
,

,

扮

川
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此万舰 考虑剪应变的弹性 踢壁杆件的振劲理渝

·

由边界条件决定的
,

的和 讥
。

‘。 总是可么满足这样的一个性贡
,

郎当 叶 时
,

、 它们一致地趋于零
,

因此
,

困豹当引理可知

当 会时 气
口

,

一功
,

二

芝甜明有两个波存在
,

一 个似无量桐速度 处 傅播
,

而另一个以 处 傅播

在求孩迫振动时
,

方程 的应改为

、
。

摆
一

刹 、豁
一 风豁

十仍如杯
二。

瞥 武
。

辈
一

叼
一从鲁 。

,

。一几

其中 。 , 幻是分怖力矩
,

斌。,

约是分怖双力矩 把 离成无量枷形式

。

心击了﹄

、尹了、、少了习︼勺︼勺
了、户了‘、

护口
。

护。 钟
, 、

岁访
‘

夕抽 归夕 八 二 , 、

爵 一 吃丽 一“

轰十饥饰 丁扣 弈 一 。,寻 二从死一 叼十办 娜 , ,

其中
、

几 ” ” 尽
饥 “

’

百死
, ”

刊
’

西万
’

我们来求初始条件为零的解 ,把 的右边着做波动方程孩迫振动的项
,

可得

打 拌
夕 二一

艺 主 君

少 一 几

一 几 一 二
‘二一 。

擎、瑟
。‘二 , ,

、 昨

功 生厂
,

召 ‘ 二 一 几

。一 宁一 , 十下
夕 八

东 , 一 少 以名 介
哪 」

巨
‘ 廷两个方程可用以求数字解答
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