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曲修叶概的境流简题
‘

林 同骥
中团科学院力学研究所

引 言

关于一般叶栩的揍流周题
,

现有的静多解法
,

如格利克 次
, 〔 〕‘ , 、 篇

特波尔 妞 户拌
,

丫 , 和波略霍夫
, , ,

〔”
、

等祛
,

都以直袋叶栅的

揍斌筒题为基磁 这些方法有个共同缺点
,

就是当叶片弯度较大时
,

升算甚繁而不准

确 针对这个缺点
,

本文粉出一系列曲技叶枷的准确解
,

所用的保角变换和一般直较叶

棚的保角变换一样蔺翠
,

可用来代替上述各法中的直减叶棚部分
,

使它佣适合于弯度较

大的叶片 因为变换筒罩
,

同时又有四个参数
,

故可用来嗣整叶棚的稠度
、

栅角以及叶片

的淮出口角度 本方法可用来舒算叶棚中叶片的相互位置和形状
,

尤其是弯度对干叶

栅性能的影响
,

同时这些准确解可用来蹬定涡旋分怖祛所粉曲簌叶棚近似解〔 〕的准确

度 我例应当指出 本方法所枪的曲藏叶相当稠度较大时
,

棚角有一定限度
,

所以只汤

用于栩角较小的叶片
,

如冲宙式叶片或滇向叶片等

利用保角变换法来解决叶林的揍流周题
,

一般分为三大类 第一类是罩个圆法 〔
工,目

把叶栅的揍流固题映像为翠个圆的揍流周

题 第二类是同心圆法 〕,

把叶栅的揍流简

题映像为两个同心圆所包的环状区域内的

流动 第三类是一排圆法 〔 ,
,

书叶棚映像

为一排圆
,

本文处理曲钱叶棚的方法属于

第 类
,

郎将曲麟叶栅映像为罩个圆
,

和
, 一

般直麟叶棚的保角孪烨相似
,

在罩个 圆的

平面上圆外有两个奇点
,

各相当于叶棚平

面上的正负无限远 这类翠个圆的揍流周

题早已解决〔
, “ , ,

所以本文的重点在找出

曲蔽叶栩与翠个囿之简的保角变换

户 年 月 日收到

” 方括弧内的数字系指参考文献‘见本文末 〕的号礴

孜奎巨了 互

孟户一
一一一一一

二‘二瓜‘ 二

下

⋯
交一,一

囿 才面
, 曲往叶栅
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保 角 变 换

蔽我们分析下列的保角变换
、

、产、,
口、、子声、飞了︸、,了、、
了

、尹‘硬
、、子﹄、产
、‘、乙 夕 十夕

、

尹 尹 、
么 二户

—
州一 二了

艺介 、 一夕 夕一注 夕

式中 和 都是复变数
,

夕 和 夕 是复常数
,

是实常数 令

夕 ,
’

乙, 若 切

尹。 产
,

乙
。
二普

。

切
。

一 。 ,

式可窝成

卜封石
么 乙
乙一 乙

令 二 句
,

。 么二气 ‘久 、 ,

由 式分开实数和虚数部分

誓
,

—万
, 若 刀 若 ,

一 普 , 如一 爹 刀

孔

,

,
‘ 一 ,

二 一 气二
一一 伪王立

幼 艺

普 刀

若 刀
一
一 普白 刀
一 若 亏

式中 。为零或任一整数 当若 时
,

从式 可看出
,

在 尹面上是 个翠位囿
,

圆心位

于原点上 同样地令若
,

从 式得叶片的坐标 。。和 万。如下

恤一劣。 ,

写
一

万丫,
‘ 性 「

刀 “ 至
一 。亏 “ 签

夕。 「 一

一丁 竺一 伪
艺介 一

止 一一一 刀厂毛
八 丰 八 刀

一鱼一 」
。 ,

肠 一

式中 , 为零或任 整数 从 式可以看出 二。和 , 。都是 , , 的函数
,

因为 。刀

。 二一刀 ,

所以 二。 刀 二 二。 二一刃
, 万。 刀 , 。 二一刀 因此

,

当 刃从 变到 二 时
,

二。和 夕。在 面上画出一曲簌 当 刃从 二 变到 二 时
, 劣。和 , 。在 面上沿原曲艘画同

,

这双迭曲袋就是我仍的叶片
‘

再依 ”的数值不同
,

狱在 , 面上出砚姗距为 的一串曲

栽叶片
,

叶片的选出口角度以及叶棚的瘫和枷角 由
。 , 。 , ,

四个参数来锢整

在封偷叶片的相互位置和几何形状以前
,

镶我们先找出变换式 的奇点 牌式

对 夕微分
,

得
名

尹

夕 夕 夕 夕 一

尸 川 夕 一尹 夕 夕 夕一 夕

上式中的零点分别位于 尹二 土 和 土 此外还有四个拯点
,

分别位于 二 一扒
,

脚
,

一 知 脚
·

一 土 相当于叶棚平面上曲技叶片的前后椽
, 夕分士 相当于叶栩平面
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‘ ,

、
, ,

‘

一 。 ,
, ,

八协、
,

一
二 。’

脱 二

上 喀 。土去 的一串点 假段扒 和 夕 的挺对位都大于
,

振点夕二 一几
,

和 夕二脚
一

’一 、

一 、
’

一
一 ‘ ” ” ”一一“ ”

’

‘ ”“
‘ 一 ’

万
一 ’ 一 ’ ’ ‘ ”

‘ 一

于

位于 , 面上以原点为卧己的翠位圆外
,

这两点各相当于叶棚平面
一

的正负无限远 梅

点 尹 一 尹 和 夕 脚位于翠位回内 圆幻
,

相当于叶枷平面以外的两点 要留意的

是
,

对 尹而的翠位圆月唠养
, 一 尹 和 夕 并不是 一尹 和 夕 的琪纳厄点

,

后者应为 一 爪

和 乡 我们在式 中牌奇点放在一 夕 和 加
, 为的是要保敲 , 。和 协都成为 “ ,

的画数
,

使在 。面 出现的是双迭曲藏
,

而不是 字形或其他有厚度的截面

圈 玄
。

, 面 , 圆示保角变换的奇点 圆 面
,
圆示位流的寄点

尹面上以原点为中心的罩位圆相当于 面上的叶片
,

所以这罩位圆是个流袋 在衬

希夕面 翠位圆外的流速分怖时 同
,

只要孜窟到圆外的两奇点 夕 一夕 和 夕 柳
,

推持这个翠位圆是个流栽 至于变换式 在圆内的奇点
,

如 夕 一 夕 和 尹二 净。可

以不予考虑
,

因为变换式 在圆内的奇点 只影响 刃面和 。面简的关系
,

但不影响 尹

面上翠位圆外的流速分怖
‘

成
‘

叶片的相互位置和形状

砚在轰襄我们衬箭叶棚中叶片的相互位置和形肤 曲耗叶和中各叶片的坐标 娜 和
分。已觅 式

,

将它们分别对 刃微分
,

再月寺其桔果相除
,

郎得叶片上任何州点的余踱
丝趾、
可勿

〔 一 。 刀 最 〔 、 。 刀
。勺 〔 一 。 。刃 “ 羞〕 一 勺 〔 刀 哭 主〕

又

就气流由右向左流动
,

叶片的前徐位于右侧尖端 、 处 从 和 式
,

令 二祝
‘二 。 , ,二。考

, ‘ 。 ‘ , , , ,

健 二 、、 , , 、‘ 、为
、。 沙、

,

一
叹寸

,丁门 幼 翠六人阳生兰明、 二叮 , 乙 书 沃巴 目 少月 习习护 去溉 飞万刃 夕 认日
幼祷 石

二
、

, ” 乙量
了 丽

‘

下不万产不石哥
,

, 二 八
飞 一 军丁一‘ 匕

一

乙 匕刀
’ 十 一

一二全一 、
“ ‘孟 , 奋一 里,

一 上

﹄尸喻卜
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了业、
、 劣 了乙

一 , 乙盖」 , , 乙荃
〔 一毋扁 畅几

一

’ ‘ 住

同样地在后椽点 刀二二 ,

从 和 式得后椽点的坐标 二
, , 夕, 和出口 角的斜度

黝
, 如

一

下

寸 乙

论 土 , 切 一二 , 几一一 工 代一一气 二又不 叮下 不
,

, 护口

一
, 产 白 三、 心

‘ , 了 气铸 〕 上 门 一

夕 , 、 、
,

, 。
、

飞 , 二一
几

—一一
万 一 七 去

—
健

艺 艺 、 一 产

塑、
、己男 ,

乙 , 乙签〕 ,以 一 “ 坡

从 了 和 只 式

一 〔 圣 , 〔 一

得叶片前后椽的水平跪离 凡和垂首距离 对

, 公
‘

女口下

、砚里甚、‘,

、、,
,

几

‘ 针

、 十

坛‘
一 ‘

妇 “ 卜瑞 恤 十 “ 耀」
“‘ 、一

一 一

石签」〔 一 “ 乙麦」

一 、 一 、户。
十“扎 , ,

犷 子

巧
一‘一

‘ ,

介、一肠一一
形一
︸

叶片的弦长为
‘卜“ 人“

、

无
‘艺 偿

孩和 二 帕所欣的角度
,

叶棚的棚角为
‘

分二毛
一 工

了
一

‘

几

叶棚的稠度 。二 。厂
,

从 ‘ 式得

蜓

一畔
’井

一

川
“ ’‘’·

趁

一般情况
’

下
,

牙兔们可以利用
。 。

, ,

乙等四 个容数来铜熬叶棚的稠少变和枷角
,

只

及叶片的港出 角度 为筋竿起晃
,

我仍只 讨流下列几个特殊情况
注 道技叶栅

当 刀 刀 二 时
一 ,

从式 铆 得 乙
, 二八二

,

因此 式简化为

劣。 、
刀

卜

户 蕊 一 ——
,

去 乙介 一
一

叮
拍

﹁︺月
讹一一

人︸﹄军

式中 、为琳或任一整数 这是一串记〔舞妙卜片
,

梅两相嶙叶片简的趾离为
,

栩角为劣
,

稠

度为
, 一子

·

,

了贰 飞
》叹 一 工少 加

断
一一丁

气 。 时 式 《州 可简化为
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,

一 ‘

警
俘 对称曲技叶栅

当 聋, 泞普
,

并
‘

刃 一刃 时
,

从 式得
, , 二 一瓦

侣 和 式筒化为

令 二 ‘ , “ 一 “ ,

二。 、 。 。刃
下

,

万 甲 一一一一丁只飞下 二石 ,

‘ 佳 气 一
一

十

擎 少七
乙 艺介 一 一 刀

业

业、
、 劣 。

吞 日刃

一 。 刀

当 刀从 。变到加
,

式在 面上画出一串曲簇叶片
,

这些叶片以 , 朝为对称

轴
, 刃二 , 二 及士可 各相当于叶片的前后徐及中心点 从 及 式得叶片的中

石点与叶弦的距离 云和叶片的造口角凡 如下

大
、。 一 ,

一 从
石匀丁 护 一 一梦

一

丸

因为对称关系
,

叶片出口角两

得叶 的稠度

一

护 护一
‘

与淮 口角气大刁
、

相等
、

符号相反
,

从 式可求

, “

, 一丽
‘

不石万 不不勉
’

以上各式系抬出了参数 。和
,

乘派‘
, 。 或 ’ 如果已知叶和的稠度和叶片的淮口角

,

要求和它们相当的参数 和
,

我们须将
,

离成 , 和凡 的函数
,

式可改窝为

护 。 。二一 “一

从 和 式消去 或
,

得

厅盯 日 邝石

介一 气 比 口介一 “ ,

在各种稠度下
,

参数 和 与叶片逃口角丸 的关系见圆 往和

代 式入 〔幼式
,

得盯 作为 ’和 曳 的函数

云
‘

吮犷 气 , 一
乙 艺介

“石 汀

。 。 。石 介

从 仪的式可算出各利稠度下‘ 与叶片逃口为丸 的关系
,

拮果见圆

嘛

﹄网日﹂
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一

曰引
,

川一
一卜

飞
气
还夕

卫匕兰
厅

乙
。

。

一』旦上卫几一一
汀兀一 ‘

⋯、

州

,

祖︼
‘

加 的 朋
一 动 口卜 氏

任孔

胭
,

各个稠度 下步散 和地 妇 钩 街
」

的关系 仃
·

〔孰 」

仃二 汗
。才一之

幼 ‘ 可
·

叮
么

弈
约 巴二 一‘

丁泊 印 的
尾王

朽 。岁 圆 八个稠度 卜鑫数 西淋 址 角 代 , 的关杀
。护

《〕

川月门叫

加 叨
任

目 ‘ 芥个那座 卜 乙和抽 口 介 以。的关系

七



那

忿期 林 骥 曲楼叶机的麓流阴题 盯

艰

拾出了叶棚的稠度 和叶片的遥气角 。
,

我们可以丛同 和 查出担当的 和 今

的位 把它们代入之 式
,

可算出叶片的形状 在圆 中
,

我们拾出 ’二
,

、各为
。 ,

肠
“

和
“

的对称曲技叶片 同时也拾出 , , 玩
“

’

的对称曲栽叶片作为参考

从 动
’

式可求得若和 刃 与 , 和 的关系 利用 式
,

因为
, , 二 ,

可

舫心和 刃 离成
一

和 的函数

。 , 以兀共
“

,

以

, 扫 盛 , 无 ,

, 二 护

‘
, , 仪石

。 , 乙 ,

『 一

以必二 ,

归 甲

。

“乙 牛

乙
一

一

二二二三三二立之
节

, 昌 , 仪乙

一 石
一

, ·

召 兀 了

少 , 一

乙
一

一‘不二二
一

二二土二二二二二二
少二

, , “ 乙 。

。 , 石
·

‘ ·

月, “

代
“ , ‘

以少 ‘ 乙
一

二〔三三二之
圈 一些曲换叶姗的对称叶片 圆降 一些曲授叶杨的叶片

苦, 二
十 丸 一 “ 乙

一 戊石

。 刀
丁介一 “石

闷

嘴

这样拾出了叶棚的稠度和叶片的淮口为
,

我们就可必直搂算出若和 刀, 的位 把它

们代入 式
,

即得 尹面上奇点的位置 从 式得

叹乙
〔 且

电

二尸 二
艺

刀

若
七叨五罕么

。勺
普

从 式可看出
,

当 。《 飞《粤时
, 刃 愈大或若愈小

, 。 愈大 刃,或若,愈刁
、 ,

石

匕

具心’愈大

沼 不对称曲较叶栅
‘

一般情况下
,

只要 不等于 “
,

或 不等于 如
,

称的 为筋翠起晃
,

我们只衬输一个特殊悄况
,

郎
“ , 方二 , 右

勺性口

式所枪的曲袋叶棚都是不对

多 少
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在这种情况下
。

式筒化为
。 刃

一丁 一
‘

丫一 住 丫 一 一 一代苏宁代一下
之 介 又。一 。 刀少

‘

十 。
‘

少。 一

了
‘

一 一
月

厄弃
‘姚

在一 日刀
怜 ,

卷

哭

式中 。
,

为琳或任一整数 同样地
,

叶片的斜度 式筒化为

封侣业、
、 侣 。

刀

一 刀 乙
’

⋯
一一一一

气,奋

式合 刀 和 二
,

得叶片推 口角 。 和出口角 “
, 圆

“云 拼 一“扣 ￡ 成 一心
,

式中

“ 一 七 一

不二
’
以 二七 一

斗

,

吞
, 住 一

一 认二了 ,

之洲乙

式
,

称 用 、
,

‘ 和 ‘劫 式 得挪伍及叶椰稠度
。 一 优 ,

,又式

斗七 〔 飞

召二 协 一
七 以 , 一 “ , , 。 戊 一 “ , ’

。一

舟 、
“ 一 。 十 、 、 。‘ 。 , 一、, 七 。 。 。 。 。 。 一 、、。 。 , , , 〕,“,

只 、

吕

对,似扮 了
‘。和

, ,

找介‘石代“ 只从 、 式算出 , , 。 和 。。 牌
’

已俨呀弋人 、
。 、 乡

和 心为 式 郎得叶 片的进出日 角价
,

嘶 和叶棚棚角乃及稠瓜 , 一在圆 中
、

我们拾出

一系列不对称曲筱叶片 为便
、比斡

,

这些叶片的参数
,

和圆 ,卜各对称叶片的参

数相等 如果拾出了 “ 和 。
,

我们 可利用 了然
、式舫

,

和 次
、

衰成 拐 , 和 。 , 的雨数

女订卜 沙

飞 比 甸

恤 傲一 创 “
二 兰竺

一

匆
一

走兰竺坚、
“ 一 之

,

往霞一优仓
了

七内二 ‘。 , 一 、
·

。 ‘树
这样就

一

川
一

似消接算忠
‘

七卿的植 再由 孰 式求出叶片的形状
,

山 气留夕和 努 式求出

棚 衡和稠度

今
润

护日
流速分 布和升力

我洲已有 ‘式将 血 的曲拔叶棚映像为 尹面 卜的草 个华位 圆 为求叶栩面

的流速分挤,
,

于玩俨互要求 尹面 的流速分怖 在 尸血
,

草位圆是 个流挂
·

利用 户二

一 厂、和 夕 ’了七们的 玫挽点 少二 一
‘

矛
, 衣以币 的源潭和淌旋

,

找例叮牌 产面
一

的复

位雨数“ 到 窝成

甜又尹 》二 一

沪

‘ ,一

, · , , ,
一

抄士里
矛一‘·

了犯一 声沙

尸牛厂扒
尹一 尸

侧
, ,

巡
” 生心

二七 四丈了, , 、『尸 一 ,
加一附

、、夕了‘‘、



林同骥 曲糙口于右甩的挽流阁题

式中 犷
, “ , 尸都是夹常数 当 尹 户 时

, 。的虚数部分不依变于 刀
,

所么 夕面上的翠位
一

圆是一流栽 毅 、
, 。为 面上流体沿 二 及 , 轴的分速

,

并令 、 。一枷
,

则

板
、

栩 康
“ “尹 “夕

上式中的微分系数可由 俱 及 式求得 当 二 时
, 尹 夕 由 牡

,

及‘

式
,

得
、

落
叨 一 厂酬一了

,

二。

一 。
。·。 ,

」

、一十二 “

蚤 连

,

同样地
,

当 二 一 时
, 尹“ 一凡

,

甲 孟

护
叽
二一 , 二 一 厂 扩的十下犷

石‘

” 二 一 “ ,
佗一二 夕 详一 二军

艺‘

、,

︸

饰

咚
。

由上两式可晃
, “面上正负无限远处的平均流速的耙对值为 尸

,

它与 , 轴所成的匆

度为 一 。
, ,

曰
, , , ,’ , , , , ,

一
, , ,

一
, 、 、

启

坏龙
‘

的 直由库冶月潇刊夕贬于封基的荣件米决正
,

即征昨斤石撇点 夕 一 上
, 二只丁
切尹

二 ,

利用这条件由 红 式得

了
尸

苦, 一 刃 , ”“ 晶
若一 刀 苦 刃

日 泞
。

幻一 吕 , 吕 烧十 吕 ,

连

式系一般公式 如果是对称曲挽叶片
,

若二若
, 刃 一刃 ,

利用 式
, 连 式

筒化为

句布那

,

凡
, ,

, 二

厄而 、
“一 “ 。“ “ 石 了夕

石
姗 了

’

式脸出对称曲裁叶 的环及 尸和稠度 ’
,

渔口角度 丸 么及冲角 。的关系

如果 尸 和 尸 , 代表作用于叶片上沿 午和 , 方向的分力
,

拜令 尸 尸 一‘尸 , ,

拉西岛斯 凡 。纽。
, 〔”公式可篇为

。 幼刀胡 、
“ , ,

气犷 甲 龟 , 一 一 岁 ,

艺 、“夕

式中 为流体的密度 这枝分沿着翠位回 尹二户 依反时针方向被一圈
,

盯

好 式不难扯



切 力 学 学 报 卷

明
,

只须韶住叶片横截面边界换是个流技
,

郎在 式中
,

俪一‘砂 ‘二 落印 二 〔二 ‘。 〔面一坛汉穿 切
, ,

二
、 、

‘

, 二 、 。 , , 口 探二 尸
, 、 , 、 。 一 一

, , , , , 、
、

二一 二二 , 一

从 吟 少和 气划 客气冰份 丁丫 和 竹丁丁
,

钱人 性幻 八厄
, 哟 滩手民 二 气钊 甲俄之植团 蛋更肠夕 。另

在翠位圆内
、

圆土和圆外
,

各有两个拯点
,

它俩分别位于 尹二

处 在罩位囿上的两个梅点应包括在枝分时所沿之翠位圆内

前四个杨点的留数
,

或求圆外两个孤点的留数
,

拮果得到

尸 二如 刃产 、
郎

尸二二川切 溢 ‘
, 夕 , 一尸 尹 。。。“

丫 万 ,

万
, 土土 , 一卯 相 夕,

尸 尸

所以这精分可筋化为求

‘,

⋯
一‘

、‘耳、
钧

这和一般直耗叶栩的拮果相似
,

但式中 尸 的位别由 句 式抬出 从 性 式可看

出
,

在一般情况下
,

当 。二 时
,

尸井不为零
,
因为叶片的弯曲

,

当来流和叶弦平行时仍

可有 升力
,

正如同我洲所想象地一祥 从 厂印 式可着出
,

当

一 粤 拯

时 曲枝川
一

绷的环毅 尸及升力竹为
‘

井

·

桔 谕

本文粉出
,

系列曲拔叶枷的准确解 式中包含四 个参数
,

可用来洞整叶棚的稠度
、

枷 角似及叶片的进口角和出日角

木文所拾的曲系妙卜溯可几川来代钵格利克 划
、

梅特波尔‘ 和波略霍失等祛中的底耗

叶柳部分
,

使它调适合于弯度校大的叶片
,

本文所拾的曲系妙于棚
,

当稠度斡大时
,

棚角有一定限度
,

所蛾只适用于棚角校才的

叶片 如冲 玲式叶片或笃向叶片等

本文所粉的曲耗叶棚
, ’

已的“付毛
、

的进出口 角度可撇从 。变到 二卜
·

般情况 卜从 。到
二 已够川

,

所只本文阔
,

同 和周 巾卜所拾的 氏
厂

只从 。到 二八

尸面 几的 奇点如军 侧川愈近 成奇点的坐标的福角愈大
,

则川
一

片的弯度愈大
,

尸面

卜的 奇点知翠位洲愈近
,

或 奇点的坐标的幅 角橄小
,

则叶绷的稠凌愈
一

天
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, 王。石连

’‘

〔 〕 几。、。万 , , 卫日月 。 班韶。 。。 二 。城 五。 二 朋。 舰 ,
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