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泥沙在动水中的沉淀运动 一

圆球在流体中运动时所受的阻力

蔡 树 棠

中国科学院力学研究所

提 要

在河道动力学中 , 一般在衬输泥沙和水的相对速度时 ,都应用斯篇克斯公式 但是这样

一个假定是没有舰过严格靓明的 , 它的正确性必须仔棚地加么对渝 本文根据流体力学的墓

本理谕甜榆了一个小球在不均匀流锡中运动时候的情况 在甜渝的时候 , 我们引进了雨个墓

本假定 圆球直侄和流锡的袋性尺度比较起来小得很多 加和圆球的相对速 度很

小 有了这雨个假定以后 , 我们就可以把运动方程式袋性化 ,
然后再利用拉普拉斯棘换找 出

技性化以后的方程式的解 最后得到小球在非均匀流锡中运动时所受到的阻力
, 甲
呀

一 引 言

在河道动力学 中 , 一般在衬箫泥沙和水的相对速度时
,

都应 用斯篇克斯公 式
,

韶为相对速度靛是按照斯篇克斯公式所拾出的常数值
,

但是这样一个假毅是并 没 有 翘

过严格征明的
,

它的正确性必须仔袖地加以衬渝 在前雨篇文章 里
,

我们衬希了 泥

沙在静水中的沉淀运动
,

得出了在静水中沉淀的情形里对斯篇克斯公式的修正项 为

了进一步研究动水中的泥沙的沉淀运动
,

作者在本文中根据流体动力学的基本理 希 研

究了圆球在一般流动中运动时所受到的阻力
,

井且得到了阻力公式 根据这一个皿力

公式
,

我俩就可以衬篇动水中泥沙和水的相对速度以及了解动水中泥沙沉淀的规律

二 阻力公式的推漂

一 速度和阻力的划分

假殷在空简里有一个 由粘性流体所横成的流锡
,

流垢 中流体的速度和压力 等流 体

力学量是由流动的初始条件和流体周圃的边界条件所确定 假殷我们现在在流锡中放

进一个半攫为 的小球
,

而把流体周圃的边界条件和距离小球中心较远的地方 流 动 的

初始条件保持不变
,

我们就得到一个新的流动肤态 现在我俩采用笛卡兑强量符号来

年 月盯 日收到
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描写运动
,

并 且取和小球中心一起运动的坐标系作为参考系
,

把原点取在小球中心 我

介,毅小球的移动速度为 叭 ,

小球的搏动角速度为 。 ,、 我们现在写出没有小球时候
,

流

体臀点的运动方程式和速糟方程式
、

,
尹、、,了生尹了、了、

、

舒 嵘釜 令一告蓄 四、卜
‘ ,

黔一 。,

式中 衅 表示没有小球时候流踢中流体矍点相对于运动坐标系的相对 速 度 护是流 体

中简的压力 是流体的密度 。 是流体的运动粘滞率
‘ 是重力加速度 现在流锡 中

有了一个小球以后
,

整个流锡就有了改变 如果用 二‘
代表有小球以后流垢 中流体矍点

相对于运动坐标系的相对速度
,

我们就可以写出有小球以后流锡中流体置点所 适合 的

运动方程式和速擅方程式

、、刀、、住厂吸、了、鲁
十 、
会 斋一告斋

·俨、一 。 ,

一

爵一 。

令 二‘一衅一 ‘ , 夕一夕“ 。,

我们从 式中减去 式
,

从 式中减去 式
,

就得到下列雨个方程式

、

,,以哎、了、

矶甲夕
石﹂另一一户

一一一一一

︵妇憾一一一
‘

‘

撇一抵挪一掀矶十
厂一匡︹口一

叹巡
、

假定流锡中流体鬓点相对于小球中心的相对速度很小
,

我俩就可以把 式中的非枝

性项略去
,

式就筒化成

生卫旦 十 , 俨
。

确 一 掀
‘

现在来衬渝 玄 所要满足的初始条件和边界条件 我俩先衬渝初始条件 假 毅在

卜 时
,

有小球时候
,

小球以外的流踢中流体置点的速度和没有小球时候流体贸点的速

度相同
,

我仍就有在小球以外流体矍点的速度的初始条件

在 时候
, 、一

其次 ,

我仍来衬希 ‘所适合的边界条件 在熬穷远处
,

小球所产生的扰动速度应敲等

于零 所以我俩就得到在热穷远处的边界条件

在热穷远处
, ‘一

在球面上的边界条件
,

由于流体是具有粘性的
,

因此球表面上流体臀点的速度等于球面

上臀点的搏动速度 所以球面上的边界条件是

在球面上
, 。‘ 。。约
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式可以改写成下列形式

在球面上
, ‘ 。订约一衅

现在把 谓在坐标原点处展开
,

,

、
, 矛户 、 门力 、

嗬 内十久 为 十伪价匆劣“十 口 、万夕
,

式中 ‘ ,

嘶
,

内
,

是展开式的系数
,

都是时简 云的函数 表示流锡中流动的 较性 尺

度 其、表示次数不低于‘粤丫的余下各项的总和 因为球半樱 。 和流锡中流动的
’ 一 ,

’ 、 ‘

”。 ” 动 习 、 ‘ 目
一

八 卜 以
‘ , ” ’

曰 子 川
、

”工 一
‘ , ” 拟 ,

叨
” 切

较性尺度比较起来小得很
一

多
,

略去 票三次以上各项
,

就得到
’山

尹 、 一 门 、 ‘ , 一 ’
炸笋 ”

一

“
一

、

一 “
’

乃
’ 毋 ’” 产 ,

谓一 。‘ ‘, , ‘, 、约 、

从速擅方程式
,

我俩知道 伪 , 和 、必须满足下列的关系式

价 , ,

除此而外
,

由于 衅 还需要满足运动方程式
,

所以上面的 ‘ , 内 , ,

内 、等还必须满足另

外一些动力学条件 将 式代入
, ,

我们得到在球面上的边界条件的最后形式

在球面上
,

矶 一 ‘ 。 , , 一 ‘, 二 , 一 , ,泌 ,二。

我俩现在的简题归桔为在初始条件
,

边界条件 和 的情况下来解联立方程

式 和

现在进一步来衬希上面所提出的周题 利用枝性方程式的解的叠加原
,

我们 把
‘

分成
一卜列三部分

‘ 试 衅 衅

我俩使这三部分各自满足下列的方程式
,

初始条件和边界条件

试 所要满足的方程式和条件

试 所要满足的方程式是

、、刀少、、刀了曰勺︵“︸,土,上气
、了户、
、

歌一告哥 叫
一

赘
一 ,

你嘴备飞

钓
,工,土了、了、

式中 厂是对应于 试 的压力

试所要满足的初始条件是

在 一 时候
,

试 所要满足的边界条件是

在热穷远处
,

在球面上
,

,

衅所要满足的方程式和条件

二 一

试

试 一 ‘



朝 蔡树朵 泥沙在动水中的沉淀运动 一

衅 所要满足的方程式是

,注︸‘厂
‘

翌一告
一

爵
·甲丫

,

一

豁
一

,

、、
、

,土︸乙、咤

式中 川 是对应于 衅 的压力

衅所要满足的初始条件是

在 一 时候
,

衅 所要满足的边界条件是

在燕穷远处
,

在球面上
,

衅

衅 仇

衅一 。‘, 一 ‘, 构

衅 所要满足的方程式和条件

衅 所要满足的方程式是

吠甲 刀‘,‘ , 一

石 一 一成一 十 夕 一

碱
,

口乙 劣‘

甜一 。,

飞玩

、

,
、、盆了︺曰习

‘

、

式中 厂
“
是对应于 衅 的压力

衅 所要满足的初始条件是

在 时候
,

衅 一

衅 所要满足的边界条件是

在热穷远处
,

衅 一 〕

在球面上
,

衅 一内 钧九 ,

我们用 ‘
表示流体作用在小球上的总力

,

按照流体力学的基本公式

八一

萝
协 乡生 韶

式中 萝
。

韶 表示。小球表面的面积分 记 表示流体作用在小球表面上的应 力
, ‘

白的

数值可以用下面的式子表示出来

二一 。

会
十

会
一 、

”是流体的粘性系数

现在把作用在小球上的力 介分成雨部分
,

一部分对应于速度衅
,

我俩呀它做尸 另

一部分对应于速度
,

我俩呼它做 俨、
尸 和 沪‘

各自的表达式如下

一

萝
。 。

令
,

式中
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馨堪落
、、了、、,了了、气、

。 一 。
一

黔
十

荟
一 。、

‘一

萝
, 。

氏

叹 泞
,

、,﹄二入自‘曰乃压
口、、︸了、二一 。

会 瞥 一 ”

参导
同样

,

我俩把 尹‘
再按照对应的速度和压力分成三个部分 一部分对应于 试

,

只一那
二 。

今 、
,

习 〔乙

中厂中式做式

参龟匀

奄考
、、尹」八匕阮了、厂‘

“ 一 。

会 豁
一 、、

一部分对应于 衅
,

呀它做君

’一

萝
、

味令韶
,

式中
二 一 。

爵 爵
一 、

‘

偏

一部分对应于 衅
,

阵它做君

式中

君 一

萝
、

碟 令韶
,

碟 一 。

漂 瓣
一 、毓

二 君
,

井 和 ’的针算

我俩现在来爵算阻力 羚
,

利用高斯把面积分化为体积分的公式
,

把公式 化成

’一 二

赘
一 二

四斌一

荟
,

式中 二

表示。过整个刁
、

球的体积分
·

再应用公式 ‘ ,
,

,式就可以化成

了卜洲
二

豁 嵘荟 鲁 动二 ’

因为小球的半视很小
,

所以积分号下的函数可以近似地用在坐标原点的面数值代替
,

最

后就得到

君一

合
二咖 「孚 嵘

黔
, 。

令 司
一

音二、〔票 奈 朴
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式中
,

·

表示在坐标原点的函数植

我们再看阻力 大 根据布西涅斯克 〔“
,

封 公式
,

我俩有
、

一 汀。。

〔 甲元云
「

, 〔仪 、

一户
二

一 十 不 沥 一

一于厂
一 。

侧 一 ‘

现在来找刀 从方程式 勿
, ,

初始条件 和边界条件
,

我俩可以看

出衅 是 匆 的奇函数
,

而到
‘
是 二 , 的偶函数 所以在公式 句里积分号底下的函数是 肴的

奇函数
,

因此将这个画数沿小球表面积分所得出来的值恒等于零 所以相应于速度衅和

压力 到
, 的阻力 ’恒等于零

三 犷的针算

我俩现在来找君 我侧并 不是直接解方程 和
,

而是通过拉普拉斯棘换求

得 犷所对应的斡换面数
,

再把它搏换回来求得 理 我俩知道
,

任一函数 尹 的拉普拉

斯搏换函数 必 可以写成

必 卜 二
己一 , 。

在应用拉普拉斯搏换以后
,
儿个函数的对应关系列在表 中

将方程式 和 加以变换
,

我们得到 表

原 。数

⋯
‘换““

、护、一了、口、甲夕
子一劣一

一丛甄一一

加灯口‘丹了」

樱过蒋换以后的边界条件是

在热穷远处
, ‘一氏

在球面上
, ‘ 风林肠劣。

由于速倩方程式
,

八 , 必填满足下列条件

补 ⋯孰
舟了

‘“

拿
无

刀‘万一

原来有的初始条件 动
,

在进行拉氏棘换的过程中已樱用过
,

所以已袒包含在 方 程 式

和 里面了

在解方程式 和 以前
,

我佣先考虑强量 。
。 , ‘

白满足的方程式是

,丫
了、、了、一 ,

伴
, , ,‘ 一 一

尸

。 , 。

掀
少甲 砰‘ 、,‘ ,

秀 昨 ‘, ,‘ ,

一 、,

它满足的边界条件是

在熬穷远处
,

在球面上
,

, ,。。

, , , ,‘二尽
, , 。
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一
一 一

翻

一一 训 一 一一一 一
,

一 一一一一
,

一
一

一一
一 一 一 一 一 一 一

为了解方程式 和
,

我俩用 来表示空简任意一点离开坐标原点的距离
,

月 引进参数 刃二开 我俩合
、。。 刃 月,。。二 ,劣‘ 刃 月‘,了 , ,

一

脸
一助

一

普二满。
,

印

式中 劝 和 劝都是 刀 的函数 为了害写方便起晃
,

我俩以后把 功和 动筒写

成 和 在以后
,

我们将用函数右上角的撇数来表示某一个函数对 刀微分的次数 式

中 通是一个待定常数 将方程式 的代人
,

我钾弓得到

。。。

掀‘
刀 ‘ ’

月‘。。 , ‘ ,

所以

刀尹 了一

再把 式和 印 式微分
,

我俩得到

甲 , ”、,‘ 刃 ‘’ ,

月。。二 ,二 , 厂 刀 护’ ’

月, ,。 。 ,

尸
‘、 河 一粤 。 刀 一导。

一二二一一一
一 。直刃 一

从苗 户川切 十 以刃 一
伽

。

入

代入方程式 得到下列雨个方程式

刀一丁 “

叮
一

叮今
,

能

“夕一
一万 十 “ 厂 夕, , 夕‘

方程式
,

犯 和 井不是互相独立的
, ‘

已俩中简只有雨个是独立的方程式
,

第

三个可以从其他雨个求得 现在我佣来解方程式 和

我们把方程式 员 和 犯 里的自变数 刃 改成
,

就得到

,

并且用 , 表示了菩
·

一丑 倪 一介粤赤
一 ,

一 ’一

器
争闷卑喻乍登

、

,
、、月尹州勺甲了吸、厂‘、

我俨现在来看 和 所适合的边界条件 在燕穷远处
, 。

。

等于零
,

因此

在热穷远处
, 一

在球面上
, ‘。。

等于 八二 。 ,

所以

在球面上
, ,

在边界条件 肠 和 邱 的情况下
,

解方程式 石 ,

我俩就得到



乙期 蔡树棠 泥沙在动水中的沉徙起动 一

一
一 一 —

一 一 一一
,

一

一一
一

一

、,尹、,了间丫︺匀曰勺厂胜、
矛了‘、

、﹄尸、尸‘

、矛口、厂‘少

饥

一 ‘ 刀一

。

“ 竺攀 斋刹
十 ·

哟
,

饥 “

一 ”‘ “ 一 。 。 , 一
、 ,

饥七 、

而骊歹又
土 十饥“ 十

一

尸
,

子一叠
· ‘ ·十

哟
·

现在来衬箫方程式 和 幻的解 我们令

, ,

无。 劣 ,

, , ,、、 “
月,。 , ,二 ,二 劣 。

厂
‘

月‘,二二‘, ,

, 一

‘月,。 , , ,‘ 、 , “召、, 。、 ,二 ’

月, , ,‘ ,

护
二 、 刁 曰 一

孔
、

掘爪呱
‘丈 附 材

一 工即期
‘

局川山与满
‘
一 却助 月

。 , , ,‘劣 ,

、
了︼勺、

刃性,少

, 了 , 一 乡
纂瓦

一

赢
。 ,琳 · 一 ‘ ,

‘

饥“
’ 塑

、

、 歹 协际粼
。

’
夕

石

夕

、一

警召‘一 。另镇劣 另 , ,‘劣 , ,

一 分 召
, , ,矛

二二‘

十 “勺
” 十

华
、一

香 、。
。

。
, 一

粤
一

勺、
阴 ,

、。、 护 瑞
。

、
呼 “ ‘ 一 五爪 戈厕离云 一 ’

￡ , , , ‘。二

期
‘, 。龙二‘

孵
。。 ,

, 一氏
。 一 刀一万助凤。耐

‘ , 、
八一 人 一 冬甲 子

几口劣口

。。一 。
, 一

羊
一

勺
伽、、

誉
一

勺瓜
二 ,

、三,、尹‘,产十劣劣月

, 。

男。 勿。

。 一氏

, 月‘,。劣‘劣 , ,‘
一 召, , , , 。 ‘, , ,‘

而月, , ,‘。‘ ,

下 一
夕

式中
、 。“ 。 。、 , 。

,

饥 几“ 、
,

饥 、

信
污一

‘“ 沃一 , 。 书卫共牟
,

无一 一 下夸了 华篡 。一 ”““ 一 , 、一 一
’ ‘ ’

一 ”

”
“

息五丁 ’

息左厄 。 ·
、””

将
, , ,

和 各对
,

和 的值代入方程式 和
,

我俩可以

征明每一对 认 和 的值都是满足方程式 和 的 我们现在来找既要满足方程

式 和
,

又要满足边界条件 劲的解 我俩令
, 叮 , , 叮。 ‘ , , ‘ , 头 、 , 。 叮 ‘ ,

矶
,

氏
,

‘ ,

式中
, , 。 ,

和 口。 是待定常数 把 式代入边界条件
,

翘趁 静多 繁复
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的静算以后
,

我俩得到

叮
饥

二。

哭丫
、

十 刀乙 十
饥 十

一
二

匕
饥

饥 ,

。 ·

寰
一丽云孺弄三寥

叮。 了
,

二
。 ,

、
一万

—
一一 —下二万万万下 几 十 刀乙 十

一 刃乞 ,
, , , “ 一“ 一 、、 打

上
, 一 ” ‘肠 妇

、

一一于二

—矛

叮 ,
、

二
仍

’

土 十 们 十 不
石

人 一 一 不 , 甘

一 乙
十饥

饥

最后得到的 ‘和 尸 是
‘ ‘, 一 , 一 。 刀,二 二‘殉 , 。二、 , 一 一

一 月‘秘必。 夕“ , 一

月‘ 。 必。 ,

十 丑一

几 一 一

吟月、。断劣‘
几犷一 一

十几
一“ 腼 月。 , ,

卫一 叮禅
一了局。 二声碱

。
一 ‘ 一

嘴、撇 , ‘
吼

一阮满
‘

式中

,
, 。。 』或了

了 、

肠
一

工
」少 , 一 气二

—
,

二
价乞‘ 石

一 十 几 十
‘

一二丁 一
石

从

。

一

合
饥·十

半
几

晋
砂

‘ 饥“ 十

平
’

十饥。

奇
饥 ,

‘“

哄
乃
」少气

一
一二 万 ”

艺

现在来求刀 的蒋换函数 尸‘ 我俩很容易看出

‘一

告萝
。少。二韶

,

式中
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界 , 一叮然 誉
一 。

‘,

、 口苏 口二‘‘

趣过一些繁复的静算以后
,

最后得到

。 。 。 「
、

巧一 那
一

伪 ” 土 十饥“ 十 丽饥
一

饥
饥。 一

玉耐护

一

」

、、才、刃了,片‘片了
‘、、‘、

略去 的三次以 上各项
,

就得到

五
’‘ 一 二灿 月、, 、

变回到原函数去
,

了梦一 二灿护伪。一 二户 “ 甲 衅
, 一 。

四 小球在流体中运动时所受的总阻力

把前面得到的公式
,

和 中的刃
,

八和 刀 加在一起
,

球上所作用的总阻力 ‘ 的表达式

我俩就得到在小

‘一 刀 井
‘, ,

一冬
二 , 。 「粤 粤

, 、 一

、
。

「
。‘

肠心 肠心 」 认

‘

万 立 ‘ 一

粤
一

飞兽二 , 粤
兀二甄

。

丫 派沙 习 芯一 刁 劲‘

三 封愉

在整个舒算的过程里
,

我仍假定了流锡中流体鬓点相对于小球中心的相对速 度很

小
,

因此我仍能够把非梭性项略去
,

对于实际河流中的悬浮泥沙来歌
,

这一个假定是能

够满足的 因为像黄河这样的河流
,

所带的悬浮泥沙的平均粒视豹 毫米左右
,

对

于这样翩的沙子重力对它的作用所产生的沉降速度是很小的
, 同时由于沙子的 粒子很

韧
, 它的惯性很小

,

所以它也不会因为水流的运动产生很大的速度落后现象
,

所以非较

性项是可以略去的 相反的
,

对于在河底运行的底沙
,

一般粒握都在 毫米以上
,

它

在水中的沉降速度很大
,

因此就不能应用上面我俩所爵的假定

在衬箫的过程中
,

我俐还假定了流动的接性尺度此泥沙粒攫要大得很多 在实际

情形里
,

流动的梭性尺度大豹和水深同极
,

一般从几个厘米到几米
,

所以和 毫米比

起来的确要大得多了

在对渝中
,

我们还用了初始条件
, ,

从严格分析的观点来挽
,

这是任意 抬 的

不过我俩咸党兴趣的并不是初起时候流体运动的情况
,

而是在时简 云较大时候 的 流 动

情形
,

对于粘性流体来挽
,

在 艺稍大的时候
,

初始条件的影响很快就消失掉了
,

所以这任

意性从我俩应用的观点来禽影响是井不大的 最后我衷心地咸榭我的老师周培源教授

所抬予我的指导和教海
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