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泥沙在动水中的沉淀运动 二

泥沙在唇流中的沉淀运动

蔡 树 棠

中国科学院力学研究所

提 要

在前文中我俐已舰抬出小球在不均匀流锡中运动时所受到的阻力 本文中我们假定泥

沙和水为雨种不同的介育 , 同时假定泥沙的澄度很小 利用前文所得到的阻力公式 , 我俏建

立了在屠流月凡东时泥沙和水各自的运动方程粗 然后利用这一余几方程来甜谕明渠中水流流

态为屠流时泥沙沉淀的情况 最后我们得到泥沙和水的相对速度在主洗方向的分量并不等

于零 同时我们求得根据筒辈假定来衬算时所引起的沉积位置的摸差 这个挨差和水深成

正化而和泥沙颖粉的大小姆关 一般沈来 , 这个视差并不是一个可以忽略的数值

一 引言

在水力学中
,

一般在对渝泥沙在沉淀池中〔 」运动的时候
,

韶为水流臀点相对于泥沙

颗粒的相对速度就是泥沙在静水中沉降的速度 这样一个假定是没有翘过征明的
,

因

此需要进一步的加以探衬 在本文中
,

我们 把泥沙韶为是 由直樱同样大小的圆球所祖

成
,

应用了前文圈 所得到的阻力公式我佣抬出了在屠流的 一般情况下
,

泥沙和水的运

动方程和速擅方程 拜且就渝了泥沙在明渠内速度为抛物较分布的水流中泥沙的沉淀

运动 最后得到了水流臀点相对于泥沙颗粒的相对速度
,

井 且拾出了在这种情况下泥

沙沉积的位置和用上远假定所抬出的沉积位假相差的数植 得出的桔果沈明相对速度

除了沉降速度那一部分以外
,

还有因为水流流塌中速度不均匀所引起沿着水流方向的

相对速度的分量
,

而这一个分量在一般情况下井不晃得比沉降速度来得小 同时我俩

看到沉积位置的相差值一般需来也不是一个很小的可以忽略的数值

二 泥沙在唇流中运动的一般方程

关于雨种气体混合在一起时的运动简题
,

周培源教授 曹在 年癸表过一篇

邵 年 月 日收到
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箭文
,

抬出了雨种气体混合物的运动方程式和建精方程式 最近苏联巴偷 卜拉脱 曹

用类似的方程亲衬希泥沙运动 我俩现在用他俩的理渝方法来衬希泥沙在屠流中的运

动周题

按照巴偷 卜拉脱的着法
,

把泥沙和水看做雨种不同的流体 我佣采用笛卡兑强量

符号来描述水和泥沙的运动 我们写出泥沙和水的运动方程式和速值方程式
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︺
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、
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又 一
与二不广

口杏

倪
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可
‘ ,

一 印刃‘十 ‘十 不井 ,

口汤

二 一 一 夕‘一 ‘

式中 代表水的密度 代表泥沙的密度 晰代表水的速度 。‘代表泥沙的速度冲
‘。

代

表水中的应力 两
。

代表泥沙中的应力 名 代表罩位体积里泥沙所占的体积
, 一 。代表

翠位体积里水所占的体积 介代表水对泥沙的作用力 ‘
代表重力加速度

假定挟沙水流的含沙谧度很小
,

因此泥沙颗粒之简的相互作用可以略去不舒
,

于是

就得到

考嗓

、、产、、︺、了
、

试
。

因此方程式 就筒化成

厂 公‘

。名 一下石厂

口杏

公、

十 刃。 书 二
男“ 」一

十

由于水流的含沙滇度很小
,

所以可以假定水流在挟带泥沙以后仍旧是牛顿流体
,

因此我

们就有应力和速度形变的关系式

一“ 一 。·

会 会 一昌
。‘

瓮
“一 ”一

式中 矿 是带沙以后的水流的粘性系数 夕是水流中的压力 根据爱因斯坦 公式
,

矿

可以表成

户 , 拼 璐 ,

式中 户 是水不含沙的时候水的粘性系数二。 是某一个常数

现在来考虑水对泥沙的作用力关 我佣把泥沙颗粒看做是半理为 的同样大小的

圆球
,

这、个泥沙 , 粒的体积为音
二护 我 , 知道

,

在 , 、积里泥沙所占的体积

为
, 一

所以在翠位体积里泥沙颗粒的数目 、 由下列公式抬出
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我俩现在用
,

表示流体作用在覃个泥沙颗粒上的作用力 根据 面的水流含沙滇度

很小这一个假定
,

我们可以韶为泥沙颗粒之尚彼此互不影响
,

因此水对泥沙的作用力等

于翠个泥沙颗粒在水中运动时所受到的水对它的作用力的总和 因此在翠位体 积 里
,

水对泥沙的作用力 ‘可以用下列公式表出

二 。 ‘

根据前文的静算
,

井且考虑到从和泥沙颗粒的中心一起运动的坐标系斡换到静止 坐标

系时所引起的改变
,

我俩得到

, 一

补二。
一

努 川
十 二、 、一 六

零 恤一动
肠

寸恋二 于 小

普
派

、 鲁
一

鲁 、汽
,

戎中 孚 代表对时简 ‘的物臀微分 式中 ‘ 二 代表当泥沙颗雌水中运动时
,

沿着泥

沙颗粒中心的轨跻 的积分 把 式代入 式
,

得到

县‘右︺石
二一 。

〔令
一

川 号李
。 二公一 。

创 蕊沙

会
、一 。

创云二奋 〕
刀“ , 刃‘ 、 。 ,

十 万 叹花云 一飞丽
一

户十了 ”吕 一

钧
·

把公式 代入公式
,

我俩得到泥沙的运动方程式
、 公 及名戒 , 、 。

戈户吕

百 谕‘
’

一万 几而一 一 又
吕
一 ‘ 万那 ‘舫‘

, 娜 「八
, 。 ,

、

丁万 瓜丁 「洲 一 “‘ 二

李 。一
‘

肠百

了而, 创云三牙 〕
人‘月

把公式 代入公式
,

我俩得到水的运动方程式

刀视峨 ‘。

一 而 一 百元 一 百那戈
舫‘ 公‘ 一

导
。 甲 ’“

厂
, 、 ,

又锐厂
公荃 十 一

万一
‘ 勺 沥夕 之

为

二‘一 。、

寸 一
击 〕卫护一

公式
, ,

和 就是泥沙在屠流中运动时的基本方程式

三 泥沙在沉淀池里的沉淀运动

我们考虑一个很竟的沉淀池
,

池里面的水的流动是处在屠流状态 假殷沉淀池的

底是一个平面 , 它和地面的交角为 又假定水面是一个和水底平行的平面
,

它离开
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水底的距离为
,

我们把坐标轴的原点取在水表面上
,

并且使 二一平面和水表面互相重

合 我俩把 二 轴取在沿水流的方向
,

轴取在沿沉沙池竟度的方向
, 今轴取得和水表面

垂直并且以向上的方向为正方向 假定沉沙池够竟
,

那么整个的运动可以看作是二雄

流动
,

也就是在每一个垂直于 之 轴的断面里
,

流动的状态都完全一样 整个的流动圆案

就像圆 中所画的那样

霖弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃弃
一一一‘目‘二昌昌一一一目 目心心

一一一 , 用 口口

,,, 喇 口 曰 归

口口口润 州门 口 曰 口口臼曰曰

目目目口 臼曰 如如

一一一 竺 , 甲尸产叫竺 ,,
叫口口

洲洲洲 口 口 卜卜

一一一一一一一一一今夕夕
草竺竺军夕夕,,,

曰

燕 , 于岁岁
一一一书到到

丫到之

圆

在这一个特殊情形里
,

我俩现在来解方程式
, ,

和 因为水流的

含沙浪度很小
,

所以作为第一极近似
,

在方程式
,

和 中简略去包含 的各

项 然后把 式代入 式
,

再把 式代入 式
,

樱过筒化以后
,

我俩就得到普

通的粘性流体的运动方程式和建糟方程式

句,上,止、、‘、
。

鲁一 、 十 、、么一

会
,

毅
一

’

在没有解方程式 和 之前
,

先来着一下水流所要适合的边界条件 由于空气的

粘性系数很小
,

我佣就近似地韶为空气的粘性系数为零
,

因此在水的表面上的边界条件

就成为正应力等于常数值一尹。 ,

剪应力恒等于零 写成解析形式
,

我俩得到

在水表面上
,

、 , 一孙
, 几 , 一 , 几 ,

在水底上的边界条件由于流体是有粘性的
,

所以在水底上速度 阮 为零 也就是

在水底上
, , 一

从方程式 和
,

可以看出在略去含沙浪度的影响以后
,

水流就成了一个定

常流动 在三个速度分量中简只有沿 二 翰方向的一个速度分量 不等于零
,

而且可以

看出 仅仅是 夕的函数 同时可以看到压力 尹也仅仅是 咎的函数
,

沿 二 方向的压力并

不改变 现在把水的运动方程式写成标量的形式
,

我俩就得到
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、
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·

边界条件 和 也筒化成

万 ,

夕 一 ,

卜孙
,

忌
盯一

川
,

当当

在边界条件 的情况下解方程式
一

和

一 加 一

我佣得到
电

、、了一

夕一夕。一 夕 日 ,

, 二 了 艺 。 二 二 ‘ 。 。 ,

体
我甲

。
一 ‘于

,

足述发 削面充入 沮
乙种

现在采用拉格朗基变数作为 自变数来融渝泥沙的运动 俞

户
一矿一

。一 落一 了
性

灿甲气 ‘ ,

灿

一 矛

‘

。十 石
‘

,

, 十 不
石

,

十 花于

‘

寸 云乡

同时再利用了上面所推出来的拮果
,

方程式 就商化成

孙 、 。 月 。 。

飞 竺一 , 一 廿生十 月 不￡一 工 少优一 力
夕乙 刽

‘ 一

了旦生入
戈刁公 人

寸 一
,

式中 劲
二

表示把泥沙 , 点初起位。 保持不变时对时 。的偏 导数
·

把 方 程 式

写成标量形式
,

我俩得到

、、声、、件曰曰‘
、犷、

奈 一、
“ 口一 、

二 一

可粤
,

刃 , ,

。 月 。

气几死一 二 ,

一
。 , 一 。。 , 一 。

。

粤、
、 口 , 里

一 , 气 一 肠下

习 石一

方程式 和 所要适合的初始条件是
、、产尹、、,了‘、、、

当 ‘ 时
, 二 场

, 夕一 如 。。 二 , 。 ,

合
厂几 八 一百东灭泛一

‘ 一 一
石 一

, 艺
一一

兀一
心一一自一

一

方程式 的解 就可写成

、,了、、了,人了‘、声‘
、

, ,

「
, ,

饥
,

一 手 十 己 一 ” 、
进 〔

丝二旦 。 ‘一 。。 。 ‘ 一 望旦
‘

肠

,

一“

云一 」
, 一 , 。 , 夕“

·
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现在来解方程式 我俐先把原来的微分积分方程改成下列的微分方程

令
留 一尸司

鲁
二

‘一哭
一“一卫书

处 ,

韵
二

一

‘山‘

寸了

鱿入
。 。

——万 一 万

一

奈刃韵
鸡

创云一

“ 氏 一

影
,

同时令

一尊擎
‘

一游
,

习 石

刀 。 ,

了日歹
沙 、 万石 ,

、 口 右 岁‘

仍 一

脚
寸丁

一

。。 。。 厂幽幽一一 么一

飞『 ,, 乡了了

击 “ 氏小
一

爷
,

那么我俩就得到方程式 的解

、了
,

、夕曰勺口公哎、吸、
一舜

、

一
, 、 、

公 , “ 不

十邮 一
切 ‘ , 一 下 , , 一 下

优

式中

气十落 , 一落 ,

式中 几 和 几 是雨个待定常数
, 由初始条件决定 根据初始条件

,

我俩得到

。 。一氏 卜杀
, 一 一 、一、

解方程式
,

我俩得到

一生些业噩
一 , 。

旦少旦生蜜
一 —

当 才很大时
,

我们得到下列渐近展开式
巧一剖

‘一

丢去
。

岑 万。一 千土

公 ,

。 、厂 召
一

丁 、一 一了 不
,

甘。一 万 三
一 一刃台

艺 、 生 七 止 崖 ,

玄
杏

﹁
孟山一鲁 氏 ‘一

刹 带
一

氰
一

韧〔加 一百 了
二 一甸 一

争 、 ‘一

刹
“

令
把 式换 回到欧拉变数做自变数的情形

,

时的表达式如下

“一鲁 氏 一

脚 令
与一欲

‘一

各六

我俩就得到 。 ,

和 。 , 在欧拉变数做自变数

、‘、少尹勺一

剖
一

韵〔
,

合鲁
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因此我仍可以看出
,

把泥沙和水的相对速度着 故就是泥沙在水中的沉降速度所引起 的

裸差是很大的
‘

仑俩的数值由下列公式表出

、
、沙了

、‘下、
刁 二

一
二 一 、 ‘一

翻一鲁 令刽
一

韧 什鲁争 乒
。

习 刃 公 一 寸
‘

一 , 于
‘

月

, ,

丁 万下不了
’

我俩再来求出按照一般的筒草假定来得到沉降位置所引起的视差 我佣先看泥沙

从初始时刻到沉降到达水底所需要的时简 , 我们知道泥沙沉降到达水底也就是泥沙

寮点的摧坐标 夕等于 一 ,

因此从‘ 式的第二个公式
,

我俩有

脚
一 ,

我佣知道沉降位爱的视差的表达式为
“ 二 , , 刀

,

口劣 一 仍 一 劣 。一 。气 一 蒸至 少哪
、 心

, ,

, 以八 泞
,, ,

、
,

粤
一了

石‘ 十下丽一 面戈一百
一

八万如一 万不‘ , 否 ,

把 式代入 式
,

樱过化筒以后得到

刁劣 一 妙
九 耳

一
饭。 · · ‘里研二 〔无一一 、

一

泣赘
一

式中 ‘一

督为泥沙的比重 伽 一

粤

攫
乙

少 为雷诺数

最后衬渝由于泥沙淤积所引起的沉沙池底部的升高 我们在水底 上任意取 一 点

, 的坐标为 少
。 , 协 ,

幼 由于泥沙的淤积 协 逐渐改变
,

因此 如 是坐标 九 , “ 和时

简 才的函数 在 , 点的周圃取一瑰面积元素 刁召 ,

并 且按照圆 所画出的那样作出

一个以 ““ 为底的、 ,
,

。体的高度为 赘一 。 , “ 我麒栋表示 , 位体积的

水底淤泥 里泥沙所 ,气的体积
,

并
一

且假定 。是一个常数 现在来考虑在时简简隔 水以后

七面所作出的柱体中的泥沙的运动情况 可以看出
,

在柱体顶上的一屠泥沙在 水 的最

后一瞬简 好到达升高后的底面
,

而在柱体中简的泥沙都已超先后碰到水底沉淀在底

面积为 刁 高度为粤 水 的圆柱中简了
,

就像圈 。的上所画的那样 按照臀量守恒
四

‘

犷 、 砂 一 一 ’川 刁 才 一 ” ‘ ’」一

”
’

一 ’ 一 ”
一 ’

一
“

一“
’ ’ 一 ’ ‘

” ”

”
一 ””

’

一 ”一

定律
,

可以看出圈 的 中的柱体里所包含的泥沙的臀量正好等于同 中的柱体里

所包含的泥沙的鬓量 因此我佣得到关系式
。。

歌
一 。 , ‘ “‘一 。 。

鲁
“ “

·
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‘,

、、、

尹 日日

、

圈 公

消去因子
, 乙 水 ,

得到

鲁
一 峋 一 孙

鲁
一

方程式 为规定底部升高的偏微分方程

对初始时刻泥沙为均匀分布的情形
,

是一个常数 因此我摘得到微分方程

卫业
,

一断
右 。一

对时简 才积分以后
,

我俩得到

「‘

饥
二二二

一 一

—
公 , , 口不

沪 , ‘翻

万乙一 石

石

在 ￡很大的时候
,

我们得到下列的渐近展开式

公
。 ,

,二、
岁 一 几十丫一一二 一于气石 一 一万 一

丫 石 ,
。

万七一 石
,

月

四 桔箫和封愉

在第二节里
,

我们利用圆球在流体中运动时候的阻力公式得出了在屠流中泥 沙 运
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动的一般方程
,

但是我俩只考虑了含沙滇度一次的各项
, 因此不能应用到高滇度的情形

七去 而在我国北方的河流
、

渠道或沉沙池里 ,

水流含沙的偎度一般都很高
,

所以进一

步考虑浪度的影响是非常迫切需要解决的简题 但是考虑高滇度含沙水流的运动有一

系列的困难
,

就像泥沙的应力究竟应敲如何静算这样一个背题就需要化很大力气仔袖

加以研究才能获得解决
,

类似的其他固题还很多
,

因此 目前还不可能很快解决尚题

从第三节的静算里我俩可以看出
,

泥沙在速度分布为抛物梭形的水流中沉淀 的 时

候
,

水和泥沙的相对速度不仅垂直于水流有一分量
,

而且洽着水流方向也有一个分量

一般来能
,

沿着水流这一分量不一定此垂直水流这一个分量来得小
,

因此一般假定水和

泥沙的相对速度为常数井不正确

同时我俩可以看出
,

按照一般假定所得出来的沉淀位畏的筷差是和水深 成 正 比

例的
,

而和泥沙粒视燕关 井 且这一个差数在有些情形里不一定是一个可以略去的数

值 最后我爽心地威谢我的老师周培源教授抬我了这个题 目和在工作期简对我亲切的

指导
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