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各向具性的膝臂梁具担均饰载荷
的臀曲周粗
胡 海 昌
中困科孕院 力乍研宪所

住瞪是工程桔礴中常常遇到的桔横罩位
。

按照载荷情况的不同
,
主要的柱艘简题

有下面三短 柱艘的扭稗周题 怨臂梁在其怨空端负担一涸横向载荷的周题

愿臂梁食担均饰载荷的简题
,

在各向同性的坍合
,

前雨简愚首先由垂推南建立一

股性的理渝 第三侗简题别首先由米恰耳 汇
’ 创立一般性的理箫 米恰耳将所殷简题

化篇一涸平面形燮尚题 在任意各向具性的爆合
,

前雨简题已由 列赫尼茨

基 , ”建立了一般性的理输 本文的 目的径建立任意各向具性的愚臂梁食担均怖载荷

的一般理渝 我俩利用 列赫尼茨基的方法和拮果
,

将所殷尚题化焉一涸庸羡

平面形鬓简愚
,

徒者的一般性的解法
,

亦已握由 列赫尼茨基建立

今考窟一涸任意各向具性的恩臂梁食担均怖载

荷的平衡简题 取一直角坐漂系 二 , 夕,

的 使 即

面跟梁的怨空端相重
,

命 二 翰指向梁的内部
,

如圆

所示 作用龄梁上的艘猜载荷
,

和表面载

荷
。 , 。

都只篇 二
, 夕的函数而跟坐镖 穷 姗朋 假

定作用村翠位畏度 沿 二 朝 内的外界载荷的合力

尸 不等放零 在育除简题中 尸 等放零的情形梅

少遇到
,

同峙如果 等放零
,

简愚反可筒化爵多
。

朴是通常地攫择坐漂朝的原黔和 翰的方向
,

我佣

可使 通遇 二 翰
,

业和 灿同向
,

亦郎我佣可使

丁
‘·

小
·

一 。
,

丁
“·‘ ,

小
· ‘一 尸

,

·

一 , ‘·“
· ‘一 ” , 二

弓 年 月 日收到
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式中的面精分温及粉截面的全部面覆
,

腺猜分遍及朴截面的全部遍腺

梁中的患力和位移息迪合下面的魔羲胡克定律

一
叫

丽 二
口

‘ 丙 民 , , 一‘ ,

日
口 丙 ‘ 刘 外 , 丁 二 , ,

二 “ 一, 口二 “ ‘ , 氏 , , 二 , ,

斋
十

餐

二 ‘ “ 丙 , ‘ , 朽 ‘ 二 , ,

, 口二 “ , 丙 , 氏 召 , , 内 , , , ,

口“

十 份三丁 孟石尽 十 丙 十 『 几 略 , 十 ,‘ 十 “ 拌
,

甘

架丝御会斋

和平衡方程
十

鲁
十

夸
十

二

二

二

加丛加丛加
︸勺,一盆﹄勺
一‘毖一甘,含︼﹄︺一‘决一、沈一、沈

在梁的侧面上有表面载荷
, , ,

作用
,

所以患力患通合下面的遥界像件
。
是梁侧面

的法徐
,

么向外者篇正

在侧面上
‘ 。 , 二 , 。 ,

。 。 , , , , , , 夕

二 。 , , 。 , , ,

在梁的愚空端
,

我俩不要求每黔都不受外力作用

“
, ,

二
。

我俩根像娶椎南原理
,

只要求作用

放撅空端上的外力的合力和合力矩等粉零 道梯在梁的慧空端上患力只需要通合下面

的泌界像件

在愚空端上

二 ‘·‘ , 一 。
,

二
, 二 一 , , , 岔·浮, 一 。

二 “·“ , 一 。
,

仃
, ·
二
、·江 , 一 。

,

仃
, ·‘·“ , 一 。

,

仃⋯
、·浮一

。
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通侗迹界倏件尚可加以推魔
,

使它不限制在憋空端 根徕平衡倏件
,

在任一截 面
, , , , 、 ‘ 一

, , 、 ,
‘ , 、 、

一 。
、

一
。 , 、 ,

一一二 。 上的横力是 一 尸。
, ,

揍矩是 一 专尹
,

所以在任一截面上
,

意力意滴合下面
一

’、 ‘ ’

一
、 一 , ’ 奋’“ 尸‘ 、 石

一 ’‘ ”
’

一
’

一一 ”叼
、 产 , “即佑石

’

的倏件

。了、 , 一 。,
,

, , 一 , ,

一
, 一

二 己 , 一 。
,

, 。 · ,

一夸
,

仃
二 澎·己,

一
尸一 一 “

·“ , 一 ‘,
·

所以我俩的简题是彝找患力和位移
,

使它俩迪合方程
、

和遥界像件
、

‘

今截考窟下面的患力和位移状熊

、一。叽一。。一。一一一一一一
,

几代
‘ 一

餐
一 ,

‘ 一夸
一

‘
,

一

鲁
,

《 一

鲁
,

“ , 一

会
一 ,

,’一器
一

将方程 和 以及遥界倏件 的 和 各封 微分一次
,

然俊将 式代入
,

可知 成
,

弓
,

⋯矿 通合下面的方程和泌界倏件

瓮一
, , · , , 一 , · , · , , , · , , ,

哥
·

一 一 一 一
二

一 一
, ,

晋一
, , · , , 一 , ·

二
· , 丁 , · 。 , ,

一

瓮 臀一
一 、 一 , 二 ·、 · 二 · , · , · 。 · , ,

器 裂一
, , 一 , , · , ,

,

·, , ·, , · ·,‘ · , ,

备 哥
一 ’ , 。 , 。 , 、。、 。《 、‘

二

弩
十

一

鲁 十餐
二 一 。、

,

瓮 哥 鲁
一

,

誉
一

鲁
一

弩
一 。
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在侧面上

口二 , , , 二 二, 。
, ,

二, , , 劣
弓

, , , ,

二
, , ,

二
, ,

仃
,“‘·‘ , 一 。

,

二二一 , · ‘· , 一 。
,

丁 · ‘·“ , 一 。
,

, · ·澎,

一
, 二

,

仃
· ,

一
尸 ,

仃一二
法· , 一 。

方程
、

表示 成
,

⋯
,

斌 是通合速擅倏件和平

衡像件的一粗患力形燮肤熊
,

而遥界像件
、

顺示出疽粗患力形燮肤悲乃是上述怨臂梁在其侧

面不受外力作用而在其憋空端负担一侗横向载荷

所鹰生的
,

如圆 所示

憋臂梁在其慧空端鱼担一涸横向载荷的简题
,

巢

握 列赫尼茨基群加研究 他建立了孩简愚的

一般性的理箫
,

业接着用道涸理希求得了若干具艘简

题的解答 本文不凝摘摊他所求得的桔果
,

需要特别提出的是除 成 外
,

其他各患力

强量的分量都篇典 。 姗阴的函教 此俊我佣假定
,

心
,

⋯
,

斌 已利用 列赫尼茨

基的方法求得

将 ‘
,

⋯
,

矿 各封
二 倩分一次

,

得到 文字右上角的
。

筑
,

表示兹函数在 二 二

待的数值

, 二 一

芡武
‘· ’

’

。 一 。 , · · 杯户

因此焉了求 ‘
,

丙
,

⋯
, 留 ,

必须先殷法求出 心
,

可
, , ·

, 。 。 将方程
、

和透界像

件
、

封 。 促零到 君 覆分一次
,

业患用方程
、

和遥界像件
、

以

消去横分徒出现的 ‘
,

一
,

, 等
,

便得到
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二 , , 武 心 , , 武 ,

二
, ,

几
。

了
,

。 , , 了 口 嘟 。 , , 霉
二 ,

了
,

, ,

一。时一。

留 , 。 , , 呈 。 , , , 武 “ , , ,
,

几 ‘一‘

, ’ 、武 心 。 , 武 ,

了
。,

了
,

内
, ,

留一沙沁
一日一
‘‘

了 八 。 留。

“
‘ 一

十 一 , , 二
, , 武 , , 召 , , 武 ,

了
, , ,

了 , 。

了
,

台口。 “
,

三‘ 畏于
川

男 梦

。武 。 , ‘ , 。 , 忿 、。 , 。

呈
‘。

森

‘呈
一 孟一

一

十
口尤

日 二
,

气才忿声 十
劣

心

哥
十 、 一 。

哥
一 。

誉
十 、

。 一 。

, , 劣 宝, 。
, 。

, , , 。 , 梦 。

, , , , 。 夕 “

击

心喝呱

、万口且

气了,, · , 一 。
,

, , 一 。

一 己,
一

,

’一 一
, · · ,“ ‘ ,

价
·

“ ‘’

小
·“ ”‘ ,

由龄方程 和 、
,

方程 中的瞪稍力 二
。 ,

二 , 二
“

恰能

典遥界像件 中的表面力 瓜
, ,

推持平衡
,

因此徒通粗方程和遥界像件可么看

出
,

心
, , ,

二
, 留

’

乃是一粗魔羲平面形鬓尚艇的患力和位移

徒 式的第三式可解得 心 如下

‘昙 , 武 。 , , 。 , , 乳 。 ,‘ 霎, 十石 卿 ,

将此代入 式的其他各式
,

得到



“ 尽, , , 孚 月,

心 月
,

月巧 早 月。 呈
,

“ 月, , 呈 月 , 月 月 , 了
。

月‘ 早,

“ 月,‘ , 了 户 , 尽,
母, 足 月。 贯

,

尝
留‘ ,

。 ,

一

旦卫
一

留 , ,

“

一
丝色 留

, ,

二 月 , , 了 月 , , 月 , 几 , ·

月, · 一

淤
州 ’ 。一 “

‘ 。召

一 ”,‘ ”‘ ” ‘
·

” “
·

月冲 “
一

备
·”
。
一 ·”

。 ·

丝。丝御丝御誓鲤。

时一、

通裹

月 “ “
比 “ ,

口

, , , , ,

方程
、

在遥界倏件
、 一

卜的解答
,

可用 列赫尼茨基的阴转魔

羲平面形攫简题的一般性的解法求得

命

一
丁 。 一 二

, 一 丁 · ‘
,

一 · ·
‘二 ‘ ,

朴是通合 式的各患力分量可用雨涸患力函教
,

必表示如下

卫尔一

‘ 一器
一乙

了一晋
一

,

心
护
二犷叹厂 一 名二

, ‘昭 一
劣‘ 日 日夕

将此代入 式
,

然俊消去 。“
少 ,
。 。 ,

得 和 价所遭合的方程如
一

卜

怀器
。斋

一 户,‘

一 月

夕

男日

口劣 夕

月, 艺
二

、了、、、、护一御一御护一衍
, 功

月

十

恤器
一队

一

概斋一
,

艺 ,

一

口 日
公 梦

里生
口 刹

。‘ ,
。 ,

,‘一 ,

’ ,一伽
、

景
一 、劲

二一怀景
一‘备凡

一

卜景
一 几备 摆 景

一老备
阳 ,

一

景
一

。

备
·‘ ,
。

·

卜

其中 场
,

与
, , 是 列赫尼茨基的二极

、

三极
、

四极微分算子
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、

,
声

,‘,妇了、

、

、几了。 ,

, 万乒 一 艺 两 , 万不不

乙 一月 劣 月 , 月

十 几斋
,

湍
一 。 。

湍
。斋

乙、 一 月 一 月 公 夕

, 。 呼
,

。

气艺户, , 一户“ 丽可 一
“户 ,‘

不百万十
‘’

一

牙
‘

少一洲
股 。 和 必。 焉方程 的任一特解

,

则根像 列赫尼茨基的桔果
,

各患力分量

可表示如下

、 一 ·
川 。 一卜 、 , 一卜 、‘ , 一

器崛
一

、一
· 。 一卜 。 一 ‘ , 。

一

赘
一 “一

·、一
· 。, 。 一卜

。 , 一卜
。 ‘ ,‘ ·

小斋
,

·

一
· 。 “ 。 一卜

。 , , 一卜 。 ,‘一
一

豁
一

,

·

一
· 。 一卜 ‘ , 一卜 ,‘一 一鲁

·

殷 , 是遥界曲腺的晨度 命

, 。一上卜
二 ,

一 一 ,

〕
一

, · , 一 卜
“一‘

一

小
,

、。 一买
丁 ,

·

则 叭
,

叭
,

巾 患迪合下面的遥界像件
,

心
,

焉常教

〔。卫 。 , 。,

卜 , ·卜会
一

严, 必 产 巾 拜 孟 巾, 一 气尸
一 ‘ ,盯
。

又 必 , 六 巾 巾, 」 , 一 汽 ,

徒遭祖遥界像件隶得 毋 二 , ,

少 , 必 二 之徒
,

便可由公式

‘
,

⋯
, 。“ 求得了 成

,

求得梁中具正的患力

丙
, ‘ ” , 和 ‘

,

可
,

⋯
,

等雨粗愿力
,

便可根棣

舒算 , ,

式筒便地
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所以媳起来没
,

恕臂梁食担均怖载荷的臀曲周愚
,

可分解焉前徒相撒的雨侗简题

第一 固尚题的目的在求 成
,

弓
,

⋯
,

扩
,

乃相富转敲怒臂梁在其憋空端食担横向载荷的

简题 第二佃尚题的 目的在求 时
,

弓
,

⋯
,

易
,

乃相常放一涸魔羲平面形燮周题

假如在梁内任一默都有一弹性封解面跟梁的轴垂直
,

那末简题便可筒化爵多
,

因

焉通待
口 呼 口 二 口

月 二 月, , 月 户

, 心 已 ‘ “
,

二

月 月 二
,

握遇一侗筒翠的推算徒可以蹬明

。二“
,

弓 ‘二 一了
宕 ,

,

熟

一 口
,

易二
,

。‘ 。 , , 。 ,

二 、 夕

,

一上惋
口 〕

,

必 君 三 。
,

, 呈 心 , 宝, , ,

武扩

式中
, ,

和

二 山 一 田 劣 十 留

。 , 。 , 。。 是未定常数 其他躲下的患力分量 时
,

心
,

式 , 可用 雨

侗函数 必
二 , ,

必 伽 表示如
一

心

一 , · 川 , , 一 , , ,姚 ·

小器
一 二

二 ,

一 · , 一卜 , ·

小鲁
一 , ,

· ,

一
·

卜
, 一卜 。 , 一 ,

留 夕
‘

而 巾 , 二 , 必 勺 通合下面的遥界像件

。。 。, 。卜 , ·卜瓮 一
。 , , 。, , 。 一 , 一

孕
‘

现在我俩来卦算一侗具艘的周题以靛明上述一般性理渝

的患用 毅欲求一圆柱形愚臂梁食担其本身重量而库生的患

力 假定梁截面的半诬焉 道侗假定颖然不限制简题的一

般性
,

翠位艘覆的重量焉 转是作用放翠位畏度内载荷的

合力是
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兀 不厂

焉了筒便起见
,

假定梁内任一黯均有一弹性封解面跟梁的翰垂直 根檬

尼茨基的桔果
,

得到

列赫

二
, 夕 二 夕 一

,

二
, 一 , 一 一 丫 , 不 , 一

其中

·

·

“、 一 一 , 。

。 。 , , , 口 , 一斗 。专
, 一 , 一 。 。

, , , 一 幸,

因此

二
二

一 · ·‘
一
。 一 , , 一 ,

仔
, · ,

一
,

二 , 一 · 己 ,

一
。 一 ,

子
一 , 一 · ,

一
, 一 ,

普
一着

趟合下面的方程

月
,

戈
一

, 夕 月“瑞戴护
月 丫 月, , 仔夕 ,

户,

弓 。 斗 。

一 ,
,

石蔽动
一

十 , ,万歹万

其中
, 一

去
一 。 一 ‘ 。

,

币万
。 一 。 一 。 。 。

·

所以 的一于固特解是
。 户 , ,

入
,

仔 了
, , 、 ,

入
厂 一 下了 不 一 下 不 一 个 下了 不 」甲 二下 吸 一 代丁 甲 下犷

·

〕 〕

在截面的遥界上
, 二 , 夕 可用垂数 搔角 表示如 下

劣 。 , 夕

因此遥界上的弧畏是
了 二

赞是
矛

,

‘

、
︸日︸月份, , 。一

, 。 一

、 。

口 二
月

万 十 一丁 】 一 二
止 、 乙

一 气二
闷 心

艺
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因此 叭 叙 的进界涤件化焉

、声
八

了、

、,几,, 二 ‘ , ,

八
‘ 入 少‘ 十 少 , ’ 万铲 十万夕又

‘ 艺 一 万
“‘ 斗叼

户
口

。 产 毋 产 毋
, 。 。 , , ,

启
代万 ‘ 石 , 尸 二 , 口 】一 二

门

二丁叫
乙 斗

夕

必, , 二 , 一 君

。 一

亿找一 二城

亿找一 二 风 ‘ “ 一

叱 一 一
’

风

训钱
’

一 一 产爱斗

因篇截面的遥界上

盆 “ 严
,

所以在截面的遥界上 叭 化焉

必 , 〔 一 严 产, 一 ” 一 严 “

、 一 产 礴 产 。 斗 【 一 严 , 一 产 斗

将此代入遥界涤件
,

然俊比较雨端同翔项的深教
,

得到

, ·

艺‘ ‘一 ‘ 花 , ‘, 一 。
,

、艺 。 一 ‘, 左 ‘。

〕
一 。

,

, ·

艺 ‘一 ‘。无 , 一 ‘ ‘, 花 一含
。

鄂
·

艺 ‘
乏 左

【
‘一 ‘。。 一 , , 左

〕一令
,

·

艺 无

【“
一 、无 ,呼 ‘, 掩 牛

一合
·
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