
物 理 拳 辍

第 卷 第 期 年 月

泥 沙在静 水 中 的 沉溅遐勤

沉速在峙简遏程襄的夔化

蔡 褂 棠
,

, 国 科举 院 力 举 研 宪 所

一 引

在工程上一般碰到泥沙在水中迷勤的待候
,

言

都瞧用斯托克斯公式来舒算泥沙所受

到的阻力 ’
, “】 但是斯托克斯公式是一佃圆球在撰舅的粘性流艘中作匀速递勤睛的阻

力定律
,

封粉很多砂子同待下沉作非匀速篷勤待
,

斯托克斯公式颖然不能磨用 本文

根檬了流艘力拳在小瑞带数情况下的理渝来衬渝比较稀薄的泥沙在静水中的非匀速的

沉溅简题

我们仍用圆球近似地代表翠佃泥沙涵粒
,

业磨用 圆球在流艘中作不定常迷勤的 溉

力公式 在泥沙在静水中的沉溅莲勤简题中
,

我们得出一 固微分方程和一侗覆分微

分方程 促道雨涸莲勤方程的解
,

我佣得到适檬的拮果 赏泥沙在重力作用之下朋始

下沉不久 , 士匕校小
,

泥沙典水的相封速度是和晗简 , 成正比 富 才 翅放燕窦大

晗
,

泥沙按斯托竞斯阻力定律下沉 在待简很大而不是燕窥大
,

则现有公式舆斯托克斯

公式之简的差别是和 户 成正比
,

由此可知泥沙超近转依斯托克斯定律下沉的速度杨

限是比较援慢的
,

韭不像一般所想像的那磨快

二
。

泥沙在静水中的沉殿莲勤

泥沙在解水中沉殿峙的逮勤方程

阴赞雨踵氧艘混合在 一起待的莲勤简题
,

周培源教授曾在 年登表遇一篇输

文 最近酥哪的巴偷 卜拉股 ’曾用翔似的方程来衬渝泥沙的淡勤 我佣现在用他

佣的理输方法来衬蒲泥沙在静水中的沉殿周题

我俏遏样探取坐镖翰腺 使 君 轴垂直粉地面
,

取向上方向篇正方向
,

使坐漂面 二一

和水面相合 我俩把泥沙和水的迷勤看作是建擅介簧莲勤 役 是罩位艘猜裹泥沙

年 月 日收到
,
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所估的艘覆
, 一 是罩位艘精裹水所估的艘精

, 。 是泥沙的平均速度
, “ 是水的平

均速度 那磨在罩位待简裹砂子握遇覃位面精下沉的艘稍是 一即
,

水握遇翠位面植

上升的艘横是 “ 一 由放我佣衬箫的简题是静水中的沉殿
,

所以下沉的骼覆必填

和上升的艘猜相等
,

是样我俩就得到

一 , “ 一 或 尸 , 一 二

引淮相封速度 叭
留 二 “ 一 。

,

方程 就可以窝成

二 尸。

我们可以很清楚地看出
,

水的上升速度是和浪度的一次方成正比的

假使我们衬渝的周患舍砂渡度不是非常大
,

那磨砂子颗粒之简的相互作用可以略

去 道晗作用在泥沙上的作用力除了重力以外
,

遗有水野砂子的作用力 假使我佣用

来代表水野砂子的作用力
,

我佣就可以窝出泥沙的方程

护

一丁一 一
“ 奋

斗

式中 是砂子的密度

我佣现在来拾出水势砂子的作用力 和前文 中一嵘
,

富合砂浪度不是太大的

哈候
,

我们可以略去水的上升莲勤 我俩知道圆球在静止流艘中作不定常篷勤峙的阻

力可以用布西涅斯克 公式表出 我俩用 ’ 表示按布西涅斯克公式得出的作用在

翠锢圆球上的作用力
,

那磨 ’ 的表示式是

留
。 , , 二 , , 留

, ,

“ 严 「
‘ ,

八 一 了 孔“ “ 名 门 气犷 开“ “ 一石二一 甲 兀 “严川 一二 二二 一芯二二 二 “ ‘
‘奋乡 价

, 一 , , , 尹

—了下 ‘ ,

式中 , 是水的密度
,

是球的半理
, 产 是水的粘性保数

促前文中知道
,

在很多砂子同畸下沉的待候
,

摩擦阻力由能其他砂子的存在
,

要比

辈徊晗候的摩擦阻力要大一些 按照前文所拾出的精果
,

我俩可以把 , 项的保数加

大 月倍
,

一一
介

一浏
户

钊、一 三

另外
, 一

穿 项和覆分项的保数磨孩如何修正
,

很潍衬渝
,

挽韭不要紧
,

所以暂且使它俩保持不鬓 握遇修正以援
,

不遇道封我佣最徒的桔萧来

我例得到很多砂子同待下沉
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特每佃砂子上所受的阻力 的形式如下

川

一粤
二 “了,

粤
‘

汀
留 。

一 丁 十 汀‘严户 十
份‘

介 严

专 而妥 。斌 一

段覃位艘植裹有砂子 。 黯
,

我俩就有

一音
·’” ’

而 , 髓砂子上所受的恕的作用力是
川

, 。 「
, , 阳

,

产 。 , “ ‘

心
一 刀一

尸 甲 不 “ 一万二一 寸 下二
一

、尸洲一
一丁

一
、

一
“ ‘

,

‘ “ 乡 ‘“ 丫 介妙 丫 一 少 」

把 了代入方程 的
,

龙且由加水和泥沙的速度都很小
,

所以把速度的非腺性瑕略去
,

就

得到
留

犷 ‘ , 」 、 ,

立
,

口。 产 。 , 召 ‘ ,

飞
。 尸 几不 一 伙

。 一“ , 尸 一 石 尸 劳 一万丁 丫 不 一万 、尸附 甲

一 一
。‘

·

。 ‘ 梦奋 ‘ 丫 汀 , 丫 代 少

在等式雨端除去因子 以援
,

再略去式中 的一次项
,

业把相同项集合在一起
,

得到

,

八
, ,

、 。
, , , 、 产 “ 「

‘ 丁 ,

飞
【了 令 , 】笼于 一 一 宁二 弋伽

一
毛一共共

,

奋。
·

一 承
、 ·

一
“ ‘ 一

’

杯而
一

侧卜
一

另外
,

我俩可以窝出砂子的速擅方程

粤 十李
一

。 一 。
了 万

用 。 代替

方程

一 , ,

业且略去式中 的高次项
,

然徒再和 式合讲就得到最徒的雨佃

留

冬 合心祭
一 恤一动 一务 伽

餐
一

景娜
侧而

‘

粤
二 浮

冬
,

‘。·

丫 一

泥沙在静水中沉殿方程的解

我佣现在来衬渝方程 的解 我俩拾出的初始像件是

富 二 匆

我俩很容易澄明在待简的遏程裹
,

保持常数
, 。 谨谨是待简 的函教 〔祥 昆附旅 〕

现在我佣来催定 。 粉 , 的函数圃保 我佣令
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侧一
二

兰 卫
‘

产

盯妙

一
二二二

, 月 丁
一 乙

,

于 山一 乙

由朴 是常教
, , 过 ,

和 都是常数
,

所以方程 就筒化成

。 一 。 一 , 。 一 。 典冬
丫 一不

“

式中 ,。 上的一默表示 。 封

我俩现在要解方程

的微分

我佣用
斌 一
乘方程 的雨端

,

然徒封 ‘徒 ‘

横分到 “ 刹 再掉换其中二重横分的精分次序
,

得到
’

耳立垒
。杯厂 一 汉

‘

里丝塑 一
二留 二

杯 劣一 。 斌 劣一

一
二二一

、 , ‘

一
,

二
、 , 、 二 一

, , ‘ 。 。、 一一 一
,

一」彗用 川布宋四力法
,

用

一
米 以 少式四刚骊挤荟俊证 棋为

’

到 史懊共甲一旦孟惧
丫 一公

分的次序
,

去掉共同的因子 二
,

我佣得到

, 。 阳 二 浮男 ,

留戈 少 仃 一 乳 一一丁竺二二二 一 在 川饼 , 。劣
·

。 丫 夕一公 。

在
,

和 抖 中更换燮教
,

就得到道涸微分覆分方程的三撞不同形式 徒

是三布固方程中消去
‘ 必

, , ‘ 。

一了二 丁 ‘ 不 ,厂 丁 ‘ ,

一丁 丫 一了

、产、夕成口
了‘、‘
、

握遇化筒以徒
,

就得到

动 一 幻 留 君 找

把 巧 式微分一次
,

得到

‘ · “丁
一 杯丁 ,

应 , 江一刀 价 功 左 。

改辅助方程
十 一 二 十 “

二一些
训

,

的根妈 一沈 和 一庆 伍 是 的共妮俊教 那磨方程 中 。 的解是

万
一

十 尸 口一 ’ 十
双

‘一 丘‘ 一
。。一

‘ 。‘
一

,一 瑟 , ’‘ 一

井 , 一 毖

丁

式中 尸 和 尸 是待定常数

赏 , 恃
,

我们有初始像件
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、、了、少乃月工胜了几、矛‘、
犷

一
。 ,

“。号
一

, , 尸 一 〔,
·

再促方程
,

富 不一 待
,

山 二 一 尸 , 一 尸 反

解 和 得到
反 、

行 一
,

二一 】
双

、
一 一

一

左

“ — —

把 式中的二重精分握遇橙更稽分次序化焉 罩稽分之徒
,

我俩就得到

如
一

卜

。 的解

二厂 十
戏

、

反 、
行 一 一二

一

汉

——
口

—

‘一马、 双 、
一“ 卜 日

——
巴一 “ 卜 一

—

一旦芝
一

, ,

二 , 牛 一“ ‘一‘
“ ‘ ‘

·

丫 一

我佣现在来卦算 和 反 的值 我佣合

那磨 式中的
, ,

和 成篇

是一

尺十 二二
乙

号告
’“

。

, 合

”

‘ 石 丁
一

一

一
一

止一竺兰一

忆 十 二
乙

袒遏了筋罩的卦算
,

得到

二 一
介

一 ,

护 二
十 多 、 双

‘

一 左 一 一二
一

一 二
乙

一奥二班粤
二
「
、

约 。一
, 。 、 ‘、 幼 。一

, 工 、“ 若
一

乙
一

、
一

乙

左 十 万
一

”
’

一

乙

我佣令

卜, 合。一一一
,

、
‘尺 下丁

乙

、 。

, 二 一
艺

’

十 二
乙

办一小”一护一
成
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那磨
、少、少脚︸勺乙

︺‘、了、

把 式代入
,

最徒得到

二 一 求
·

「
, 一 , 一 、

, 一 夕的 上 个 ‘
一

—
一

,

一
—一

口

口

杯 一

,

一
‘

小
式中 。

。 的定羲是
、

即 一 一 , 一 又左一 少 月”
“孟

篇了补算方便起见
, 。 可窝成

「
, 一 。 , 一 ,

川 留仍 个
一

‘

—
一

,

一一

一 、。 杯石一
。。

一器一
‘·

·

疽侗公式有下列近似式

常 ‘弓 待
。二 工互二立
叱 十 了

乙

常 ‘叶 恃
,

一卜
一

争
一

个
「

。 。

、 几
嘴 山 , 夕 、

脚的 一
一几二又 飞 一了 二
汀 户 “ 一 」

知道相封速度 。 以俊
,

我俩可以找到砂子的沉速 巧

, 一 一 留

竺
祝声仁自

。

口口口口 口口口口口
口口口口口口口口 口口

」」」」

曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰口口口口国国 卜一 曰曰曰
日日日曰曰日日尸产产口口日日日日口口口口」」 尸

二二

」」」
川川日日日日日日日日日日日日日

口口口陌陌口口口 巨巨口口口口口口 口口口 口口口口口口口口
,,叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼叼
卫卫卫卫卫卫卫卫卫卫卫卫卫 口口口口口
于于于日日巨巨巨 巨巨巨 口口口口 口口口口口
旧旧旧日日巨巨巨巨 口口巨巨口口口 口口口口口 口口口
门门门门门 口口口口口口 口口口口口 口口口口

竺 二
即的

。

。

。

斗

。

,

粤
“ 一
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式中的负筑表示砂子的速度是向下的 同檬我们也可以找到水的上升速度 ,

“ 留

水的速度是向上的
,

所以它是正墟

在上面的圆中
,

我佣抬出了

左值焉
,

里竺

, 的
在待简遇程裹的燮化曲腺

,

圈中曲腺族所封磨的

四 对 而

促我佣得到的桔果可以看出
,

在我俩的简题襄有一侗特性晗简

大得很多的待候
, , 的教值满足下面的阴保式

月 ,

生 堂 士匕 竺一
一

妙

二 , 、 人

竺些二兰竺 二 买扮
, 一

牛、
“

留 介 户 “ 一

道佃式子是按照
一合翅近转零的

,

道和一般人所想像的按照指教形式趣近放零大不相

同 假使我佣要 。 违到 ” 。
二 ,

我佣就有
” 、一告

“ 万不几歹气‘
一

,
一 ,

兀 尸 、 ”

也就是

斗 二 ‘ ,
·

所以 。
。 一 。 超近粉零是非常慢的

最徒我衷心地咸谢我的老师周培源教授拾了我通涸周题
,

兹且在研究遇程中
,

他拾

了我观切的指滇和熟心的帮助 同待我也深深地成谢吴新谋同志在工作遇程中封我的

熟心帮助

附 锋

我俩现有的方程是
,

了
, ,

、日留
, , , 、 尸

火处 个 万
“ 一

歹 一
、勺一“‘少“ 一 厄了 飞尸砂 甲 侧 二 ” 丁六

‘
,
‘ · ,

日 口
一石丁一 一 花二

一 、尸留 ,
·

石 汀

现在的初始像件是

赏 ‘
,

, 夕

我佣今用数拳蹄钠法覆明在待简的遇程裹
。 , 。 翻
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先假役

助到认帆得富 , 左
花 、

一一二丁花一 一
,

口 气

常 。一 》左》

然援澄明
沙十 ’ 、 了

不歹下丁了一 」 十
口

’ 一 二

器箭
, 二 。一 。

豁子
, 。一

·

首先我俩对输函数
二 ‘

功
甲 一

一
“

丫 一

的微分 式中 必约 是某一函教
,

它在零黯的数值 叭 二 用部分稽分法

中一 杯不下 芡
因此把 价 封 微分

,

得到

价

把 封 二 微分
,

我俩得到

杯石鲁“
一

又斌两
一

豁丸

必
口

咭丫井 牛 ‘
·

、 一

留
, , ,

、 留 严 日 , 。 、 , ‘ , , 、

月 月 丫下 肠 】气 一气 一 一 一二
,

丫厂 、一 蕊一 气尸 况
产少 不二厂二 , , , 一 , 肠‘ 了

·

、上声 ,
一 乙 一 万 艺召一 君

一 ’ 一

斌 厅” 斌 一

利用初始待的假毅
,

和公式
,

我们把 式封 微分 二一 次
,

就得到
月
留

, ,

八 少
‘留 严 「 少

, 。 、 。 厂 加 改
二

飞
砚“ 气 二 ,

一

二哥一二万二 一
‘

二下 、二万一六万丁二下 、尸 留 少 门 一下二二
二 袄 一一吧 二二竺 任 ‘

。

一 乙 一 宕 ’

“
一 君 口犷

一 ‘ 一

斌 介 斌 一

富 二 特
,

由莱本尼兹公式得到

八
,

、
” ‘留 产 。 令 厂。灸月 。 左留 、 了 、

‘ 肠 气 代了 肠 一下刃一一二厂二一 — — 一厂 , 于 一石 一 了尸 、 下不厂
一 二 万二下一 】 、 , ,

一 ‘ 一 君 ’’ 艺矿 二
胃
〕 舒 恻

几

。 尺

式中 全、表示二项式展阴式中的保数 因焉 月是 户 的函数
,

所以 月封峙简的偏
‘ 、 ’

左
’

一州
‘ ’ 于‘

“
刁

‘“ , 厂 ”‘ 盆料 ’ ‘ ” ‘一 尸
” ” ’一 ’ ”“ ”‘

尊教可以用 封待简的偏尊数表出 再利用 就得到

厂
, ,

、 沙 留 、 严 。 沙一‘ , 、
丫 了 了

“
夕又飞石百不义

一 。 一 一丽丁 万牙
一

火尸
一
瓦不厂人

一 。
’

利用初始修件龙假定
,

得到

冬 合心餐势久
二 。一 。

,
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期 蔡 树 棠 泥 沙 在 静 水 中 的 沉 殿 莲 勤

” ’韶
【 一下厂 , 二一

。

口君 多” ‘二

我俩再把 封 微分
, 次

,

就得到
”

”

月

一哀丫 一瓦不 夕 」
·

口不

富 才一 峙
,

利用假毅 和初始倏件
,

得到

厂塑兰卫、 一 卫 「夸厂
”

、乎丑 竺士竺
。‘
” ‘ ‘一 。 。“ 岔 左 。‘左 。‘ 一左 」

日 「
”
留 ” 。 、

一 石歹 尸 一而万
, 。一 尸火不万不

, 一 。
’

再利用 式
,

则得

厂里竺里
口

, 上

, 一 。一 “

所以式子 在 友一 待成立了以徒
,

就可以得出 反 。 十 在峙也成立 我们

现在来看富
, 峙的情况

尸

因此促方程 我佣有

徒初始倏件
,

我佣有

夕。二
, 夕 二

促初始像件
,

我佣有

徒方程
,

我俩有

再把 封 才 微分
,

使 才 二

厂旦业生、
二 口

,

就得到

了里二、
云 二 。

因此我俩的假投 在 , 一 待是封的功全是封所有整数也都是封的 在待简遏

程裹既然不燮
,

而在初始待候又是均匀的
,

因此在整锢峙简遇程裹

一
·

留 一一
, , , 卜 、、 一

十, 卜 。 , 。 , , 一二 , 二 ,

、、
, 、

“
一

丁一 全七钊及石诗于渝珍考亏
甲

, 准」到】笼于百」乒包刁生三寿巫乏夕气业匕介、日凌尽更 列月
,

之人
万

川
二 一 二二二

,

口忿

也就是 。 谨谨是待简的函数
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