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摘 　要 　应用双分布函数系统 ,通过 Godunov 分解 ,构造了一维 Euler 方程的格子 Boltzmann 算法。

解决了传统格子气固有的 GC 问题与能量方程之间的矛盾 ,实现了分布函数与宏观物理量之间的

一一对应。
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0 　引　言
格子 Boltzmann 方法是一种用虚拟气体的运动模拟流体力学方程的方法[1～3 ] ,虽然其自

身带有压缩性质 (本身是气体) ,但却被限制在低 Mach 数流动的范围内。最近几年 ,人们开始

研究可压缩流动 (特别是含有激波和接触间断问题)的格子 Boltzmann 方法[4～6 ] 。然而用传统

格子 Boltzmann 方法模拟可压缩的气体流动存在一些困难 :

(1)低速度限制 ,可以消除压缩因子 D ij ,虽解除了限制 ,但是对激波的捕获能力较低 ,即

此类模型仅适用于无激波的可压缩流动[7 ] 。

(2)所谓的 IC( Ideal Case)问题限制[8 ] ,二阶矩自身的要求 ,导致了比热比在一维时γ= 3

(二维时γ= 2)的理想情况。通常我们研究的气体的比热比为 114 ,无 IC 限制是构造可压缩

模型的一个基本要求。

(3) GC( General Case)问题的引入是通过定义第三个维度上的振动能量ε来实现的[8 ] ,然

而却得到一个附加的关于该振动能的守恒方程。目前构造高精度高分辨的模型尚在研究之

中。

(4)从传统的格子 Boltzmann 方程到目前的几个可压缩模型 ,均存在一个共同的问题 ,即

模型的精度与稳定性。从模型的构造上我们发现 ,一般的精度是 O (Δx 2 , K2) ,这里的 K 是

Knudsen 数 ,其分析的基础是建立在下面的假设上 : (a) 小的 Knudsen 数 , (b) 低速度。在流体

力学中我们采用如下的表达式 K = M / Re , ( M 为 Mach 数 , Re 为 Reynolds 数) ,当 Re 数不能
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达到所要求的量级时 ,上面的 (a) , (b) 是无法保证的 ,模型的稳定性也比较复杂的。

可以将可压格子 Boltzmann 方法分成两类 (1) 纯粹的格子 Boltzmann 方法 (full lattice

Boltzmann 方法[8～10 ]) , (2)差分型的格子 Boltzmann 方法[11 ] 。与文献 [ 11 ]一样的方法 ,借助

于宏观上的概念 ,构造 Euler 方程的差分方程 ,其在概念上与传统的格子气有所差别 ,模型的

精度与稳定性分析是针对差分方程而言的。

本文着重介绍双分布函数系统的思想 ,将结点的分布函数与单元的分布函数分开 ,在宏观

上是将密度、动量、能量与其相应的流分开 ,分别构造各自的对应关系 ,通过 Godunov 分解[12 ] ,

实现方程的求解。

文中思想可以很容易地推广到二维三维问题上 ,也可将其推广到其它格式上 ,我们将在后

文中陆续给出。

1 　双分布函数系统
对于一维的 Euler 方程 ,我们引入 52Bit 的双分布函数系统。将一维的空间[ a , b ]离散成

m 个等距的格子 ,Δx = ( b - a) / m ,时间离散成 t = nΔt ,这里 n = 1 ,2 , ⋯,我们称每段为单元

I + 2I + 1II - 1

i - 1 i i + 1 i + 2 i + 3

图 1 　单元与结点坐标

Fig. 1 　coordinate of elements and nods

(记为 I) ,单元 I 与单元 I + 1 的界面为结点 i (或

记为 I + 1/ 2) ,则 I = 1 ,2 , ⋯, m , i = 1 ,2 , ⋯, m +

1 (如图 1) 。宏观量是定义在单元上的 ,而宏观量

的流是定义在结点上的。其物理意义是明显的 ,

结点上没有定义密度 ,动量 ,能量 ,而有这些量的

流。单元量的变化来自两方面 : (1) 自身的非定常

性 , (2) 边界上流的存在。因此表征物理量的是单元 ;而表征流的是结点。

111 　52Bit 单元分布函数

单元上的物理量为ρ,ρu ,ρu2/ 2 +ρe ,定义时刻 n ,单元 I ,方向α的分布函数 f n
I (α) 满足

6
α

f n
I (α) = ρn

I (1)

6
α

Cαf n
I (α) = (ρu) n

I (2)

6
α

1
2

| Cα | 2 f n
I (α) =

1
2

(ρu2) n
I + (ρe) n

I (3)

其中 C0 = 0 , C1 = c , C2 = - c , C3 = kc , C4 = - kc , k = 2 ,我们取 f n
I (3) = f n

I (4) = 0 则从 (1) ～

(3) 式可以解出分布函数和宏观物理量 (略去脚标 I 和 n)

f (0) = ρ -
2
c2 ( 1

2
ρu2 +ρe) (4)

f (1) =
1
2

2
c2 ( 1

2
ρu2 +ρe) +

ρu
c

e k (5)

f (2) =
1
2

2
c2 ( 1

2
ρu2 +ρe) -

ρu
c

sc (6)

f (3) = f (4) = 0 (7)

ρ = f (0) + f (1) + f (2) (8)
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u =
c ( f (1) - f (2) )

f (0) + f (1) + f (2)
(9)

e =
c2

2
f (0) f (1) + f (0) f (2) + 4 f (1) f (2)

( f (0) + f (1) + f (2) ) 2 (10)

112 　结点的分布函数

结点的密度流、动量流、能流分别为 R U , R U 2 + P ,
1
2

R U 3 + R EU + PU ,其中 P = (γ-

1) R E。定义结点分布函数 Fn
i (α) ,其中α= 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ; Fn

i (α) 的定义为

6
α

CαFn
i (α) = R U (11)

6
α

CαCαFn
i (α) = R U 2 + P (12)

1
2 6

α
| Cα | 2 CαFn

i (α) =
1
2

R U 3 + R EU + PU (13)

我们引入如下假设

Fn
i (0) = 0 (14)

F (1) + F(2) = k [ F(3) + F(4) ] (15)

(14) 式的物理意义是静止粒子不产生流 , (15) 式的物理意义是速度大的与速度小的流在能级

上是均分的。

(11) , (12) , (13) , (15) 式组成的关于 Fn
i (α) 的方程组 ,其系数矩阵 A 的行列式为 det A =

- 4 k2 ( k2 - 1) ( k + 1) ,不难给出 Fn
i (α) 的解

F(0) = 0 (17)

F (1) =
1

2 c3 ( k2 - 1)
[ c2 k2 R U - ( R U 3 + 2 R U E + 2 PU) + ( k - 1) c ( RU 2 + P) ] (18)

F (2) =
1

2 c3 ( k2 - 1)
[ - c2 k2 RU + ( R U 3 + 2 R U E + 2 PU) + ( k - 1) c ( R U 2 + P) ]

(19)

F (3) =
1

2 kc3 ( k2 - 1)
[ - c2 R U + ( RU 3 + 2 RU E + 2 PU) + ( k - 1) c ( R U 2 + P) ] (20)

F (4) =
1

2 kc3 ( k2 - 1)
[ c2 R U - ( R U 3 + 2 R U E + 2 PU) + ( k - 1) c ( R U 2 + P) ] (21)

113 　双分布函数的性质

双分布函数模型是考虑到物理特点而引入的 ,我们将物理量定义在单元上 ,而流是结点上

的 ,不使用单元的量定义。当然两者存在联系 ,这需在分解之后才得到。因此 ,作为单元分布

函数的定义不应包括结点上的流 ,能量的定义与动量流也就不存在矛盾 ,即无 IC 限制了。不

需要引入静止粒子的振动能 ,振动能的守恒方程不存在了。相对而言模型的约束少了 ,更容

易、更简单些。

该模型的单元分布函数与单元上的物理量是一一对应的 ,从而将复杂的 Euler 方程的差

分格式转化成简单的格子 Boltzmann 方程的运算。
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2 　迭代方程与 Godunov 分解
我们研究一维 Euler 方程是

5ρ
5 t

+
5ρu
5 x

= 0 (22)

5ρu
5 t

+
5 (ρu2 + p)

5 x
= 0 (23)

5 (
1
2
ρu2 +ρe)

5 t
+

5
5 x

( 1
2
ρu3 + pu +ρue) = 0 (24)

p = (γ - 1)ρe (25)

将上面方程在区域 D = [ x i - 1
2

, x i + 1
2

] ×[ t n , t n + 1 ]上积分有

∫D
(
5ρ
5 t

+
5ρu
5 x

) d x d t = 0 (26)

∫D

5ρu
5 t

+
5 (ρu2 + p)

5 x
d x d t = 0 (27)

∫D

5
5 t

( 1
2
ρu2 +ρe) +

5
5 x

( 1
2
ρu3 + pu +ρeu)理意 d x d t = 0 (28)

应用 Green 公式将其化成环路积分有

∮S
ρd x - (ρu) d t = 0 (29)

∮S
ρud x - (ρu2 + p) d t = 0 (30)

∮S
(

1
2
ρu2 +ρe) d x - (

1
2
ρu3 + pu +ρue) d t = 0 (31)

应用中点公式 ,并将单元量与结点量分开 ,有

ρn +1
i +1/ 2 = ρn

i +
1
2

-
Δt
Δx

[ ( R U) i +1 - ( RU) i ] (31)

(ρu) n +1
i +1/ 2 = (ρu) n

i +
1
2

-
Δt
Δx

[ ( RU 2 + P) i +1 - ( RU 2 + P) i ] (32)

(
1
2
ρu2 +ρe) n +1

i +1/ 2 = ( 1
2
ρu2 +ρe) n

i +1/ 2 -
Δt
Δx

×[ ( 1
2

R U 3 + PU + R U E) i +1 - ( 1
2

R U 3 + PU + R EU) i ] (33)

于上面方程组等价的双分布函数的迭代方程为

f n +1
i +1/ 2 (α) = f n

i +
1
2

(α) - Cα
Δt
Δx

[ Fn
i +1 (α) - Fn

i (α) ] (34)

(34) 式是双分布函数系统的迭代方程 ,通过 Godunov 分解[12 ] ,可以将 Fn
i 表示成单元分布函

数的形式。

3 　Sod 问题
作为算例 ,我们计算了一维的 Sod 问题[13 ] ,其初条件在左、右两边数值为
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(ρL , uL , pL ) = (1 ,0 ,1) , - 0 . 5 < x < 0 ; (ρR , uR , pR) = (0 . 125 ,0 ,0 . 1) , 0 < x < 0 . 5

图 2. (a)～ (d)给出了密度 ,压力 ,速度 ,内能的计算结果与理论值的比较。从图中可看出激波

和密度、温度的接触面 ,它们的宽度与其它经典 Godunov 算法的结果相同 ,激波位置与理论值

一致。与经典的 Godunov 算法有一样的问题 ,接触面的过渡区较宽。

图 2 　数值结果与理论结果的比较

ρ, p , u 和 e 的精确解 (实线) ,格子 Boltzmann 方法计算结果 (圆) ,横坐标均为位置 x ;

网格为 : N = 500. 时间为 200 步 , Δt = 010008. 参数为 :γ= 114 ; c = 1 ; k = 210

Fig. 2 　Comparisons between numerical and theoretical results

exact solution (line) and simulation results (circles)ofρ, p , u and e are shown. Horizontal

coordinate aris are position x ,Lattice size N = 500. output at 200 time steps. Parameters :γ=

114 ; c = 1 ; k = 210
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4 　结论
(1)为了得到宏观的 Euler 方程 ,我们根据物理概念将分布函数分成两种 ,即单元和单元

边界的分布函数 ,从而解决了微观与宏观的对应 ,将 Euler 方程的求解转化成分布函数的求

解。

(2)我们采用了这样一个想法 ,即分布函数满足 (34) 式 ,而不是平衡态分布函数满足 (34)

式 ,使 Euler 方程在差分的形式下很容易地得以恢复 ,这种想法在文献[ 11 ]中也有所体现。

(3)本文着重给出双分布函数的概念 ,使用了一阶精度的 Godunov 格式 ,这仅是一个初步

的工作 ,可以应用这种方法构造高阶精度高分辨格式。
致谢 　在本文的研究过程中与金希卓教授进行了有益的讨论 ,谨此致谢
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AN EUL ER SOL VER BASED ON LATTICE BOLTZMANN

GOD UNOV METHOD WITH BI2DISTRIBUTION

FUNCTIONS

Yan Guangwu

( L N M , Institute of Mechanics Academia S inica , Beijing 100080)

Hu Shouxin 　Shi Weiping

( Depart ment of M athem atics Jilin U niversity , Changchun 130023)

ABSTRACT　A new lattice Boltzmann method is proposed for constructing a 1 - D scheme by using bi2distribution

functions and Godunov scheme of decomposition. The Ideal Case ( IC) problem has been hence removed.

KEY WORDS　 Euler equations ; lattice Boltzmann method ; bi2distribution functions ; Godunov scheme.
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