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摘 　要 　研究 Sine2Gordon 方程的广义渐近惯性流形上的常微分方程组 ,证实了在一定参数条

件下存在 Wiggins[1 ]意义下的同宿轨道. 计算表明 ,与 Bishop [2 ]用数值计算得到的 Sine2Gordon

方程产生混沌的参数值尚有差别 ,考虑到同宿出现参数值往往低于混沌出现参数值 ,故结果在

定性上正确 ,而且改进了文[1 ]中的结果.
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引 　言

讨论时空系统的动力学行为是非线性科学面临的一个重大挑战. 对于以耗散偏微分方程

为代表的无穷维动力系统 , R. Temám 等提出了一种研究方向[3 ] . 他们的主要思想是利用耗

散性把无穷维系统约化为有限维系统 ,然后用动力系统理论和方法进行研究[4 ] . 虽然从理论

上已经证明了这个想法是成立的 ,但由于给不出约化系统形式 ,因而无法对其动力学行为进行

深入研究.

Sine2Gordon 方程是一个典型的非线性偏微分方程. 文[ 2 ]详细数值研究了如下方程

u tt - u x x + sin u = ε( - αu t + Γcosωt) 　　　　　　 (1)

u ( x = L / 2 , t) = u ( x = - L / 2 , t) , u ( x , t) = u ( - x , t) (2)

把Γ作为可变参数 ,其它参数固定. 结果表明 ,在Γ很大范围内空间结构是由前两模态决定 ,

时间演化上可以出现锁频于ω的周期解和混沌. 为此 ,文[2 ] 提出了一个两模截断系统进行分

析 ,但尚不能对混沌产生机理作出解释. Wiggins 在文[1 ] 中给出了一种讨论四维问题中同宿

轨道理论并用此对文[2 ] 中两模截断系统进行了分析 ,为了得到同宿轨道的存在 ,他不得不人

为地加上一项阻尼项 ,并假定 (1) 中α为负值 ,这样得到的理论结果当然与事实是不合的. 换

句话至今尚没有办法用低维混沌产生来说明 Sine2Gordon 方程混沌解的产生.

我们曾对 (1)和 (2)作过讨论. 首先推广渐近惯性流形概念 ,提出了广义渐近惯性流 形[5 ] ,

然后导出了 (1)和 (2)在广义渐近惯性流形上的常微分方程组形式 ,证明了前两模构成一个不

变子空间 ,在这两个模上的常微分方程组为
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其中μ2 = ε. 进一步用数值方法证实了 (3)具有与文 [ 2 ]相同的时空结构 (除时间上混沌外) ,

且发生分叉的参数值Γ是一致的[6～8 ] .

本文在上述工作基础上 ,借助于文 [ 1 ]的方法讨论了 (3) 出现同宿轨道的可能性 ,并与文

[ 2 ]的结果进行比较 ,结果发现同宿轨道出现参数值与文[ 2 ]中混沌解出现参数值尚有差别. 考

虑到同宿轨道与混沌解之间区别 ,这种差别是合理的. 同时我们的结果显然比文[ 1 ]合理 ,而且

似乎是第一个解释这种现象的理论结果.

1 　式 (3)的类作用 ———角变换

　　设τ = εt ,1 = ω2 +μ2σ0 ,1 +
2π
L

在

上正 确

2

= ω2 +μ2σ1 ,ω < 1 , �Γ = Γ/μ, 并假定 (3) 解形

式为
c = μB 0 (τ) eiωt + c. c

b1 = μB 1 (τ) eiωt + c. c个想
(4)

其中 c. c 代表共轭项. 把 (4)代入 (3) , 可得到方程
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(5)

把 (5)改写为 Hamilton 系统的扰动形式
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其中επ1 =
1

8ω,επ2 =
1

16ω,επ3 = -
1

16ω,επ4 = -
1

8ω,ε̂α = α,ε̂Γ = �Γ. 将 (6) 右边的带ε的

项作扰动项 , 去掉这些扰动项后 (6)为一个 Hamilton 系统 ,其 Hamilton 量为

H0 =
1

16ωB 2
0 �B 2

0 +
3

16ωB 1 �B 1 B 0 �B 0 +
3

16ωB 2
1 �B 2

1 +

3
64ω

( B 2
1 �B 2

0 + �B 2
1 B 2

0) -
σ1

4ωB 1 �B 1 -
σ0

4ωB 0 �B 0 (7)

　　作类作用 ———角变换

B 0 = | B 0 | ei r , 　B 1 = ( x + i y) ei r

I =
1
2

(| B 0 | 2 +| B 1 | 2)
(8)

Hamilton 量 (7)成为

H0 =
1

4ωI2 +
1

8ω
( x 2 + y2) I -

5
64ω

( x 2 + y2) 2 +
3

16ω I ( x 2 - y2) -
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3
32ω

( x 4 - y4) -
1

4ω
(σ1 - σ0) ( x 2 + y2) -

σ0 I

2ω
(9)

对应于 (9)的 Hamilton 运动方程为
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1
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(10)

通过冗长计算 ,得到对应于式 (6)在新变量下的形式为

Ûx =
5 H0

5 y
+ε

5 H1

5 y
+ε(π1 +π2) x 2 y +ε(π1 - π2) y3 +

　　επ3 y (2 I - x 2 - y2) - επ4 y (2 I - x 2 - y2) -
ε̂α
2

x

Ûy = -
5 H0

5 x
- ε

5 H1

5 x
- ε(π1 +π2) x 3 - ε(π1 - π2) y2 x +

　　επ3 x (2 I - x 2 - y2) +επ4 x (2 I - x 2 - y2) -
ε̂α
2

y

Ûr = -
5 H0

5 I
- ε

5 H1

5 I
+ε(π1 +π2) x 2 +ε(π1 - π2) y2

ÛI = ε
5 H1

5 r
- εIα̂ - επ22 xy (2 I - x 2 - y2) +επ32 xy (2 I - x 2 - y2)16

(11)

其中

H1 =
1

4ω
Γ̂ 2 I - x 2 - y2cos r

2 　系统式 (11)的分析

先分析式 (10)的不变流形结构. 由于 ÛI = 0 , 故 x 和 y 方程解偶可独立讨论

Ûx = -
I

8ωy -
5

16ωy ( x 2 + y2) +
3

8ωy3 -
1

2ω
(σ1 - σ0) y

Ûy = -
5 I
8ωx +

5
16ωx ( x 2 + y2) +

3
8ωx 3 +

1
2ω

(σ1 - σ0) x0

(12)

式 (12)的奇点为

(0 ,0) , (0 , ± 2 I + 8 (σ1 - σ0) ) , ± 1
11

[10 I - 8 (σ1 - σ0) ] ,0

另一组满足 x 2 + y2 = 2 I 的奇点 ,由于不满足文[2 ] 中所讨论参数条件 ,故这儿不必考虑.

用线性化分析方法得到 (0 , 0)为鞍点的条件是

I >
4
5

(σ1 - σ0) 或 I < - 4 (σ1 - σ0) (13)
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注意到σ1 >σ0 , 应取条件

I >
4
5

(σ1 - σ0) (14)

在此条件下 ,可判定其余 4 个奇点为中心.

另外注意到过 (0 ,0) 的 H0 =
1

4ωI2 2
σ0 I

2ω , H0 关于 x 轴和 y 轴对称 ,因而对应于 h =
1

4ωI2 2

σ0 I

2ω , 还存在一对连结 (0 , 0) 的同宿轨道 ,于是可得到 (12) 的相图为图 1 .

图 1

Fig. 1

这样对于四维系统 (10)存在正规双曲不变流形

μ = ( x , y , I , r) | x = y = 0 , I >
4
5

(σ1 - σ0)x x (15)

记ωs (μ) 和ωu (μ) 为μ的稳定和不稳定流形 ,则μ在四维空间存在三维同宿轨道构成不变集

　　ωs (μ) ∩ωu (μ) = ( x , y , I , r) | H0 ( x , y , I) - H0 (0 ,0 , I) = 0 , I >
4
5

(σ1 - σ0) (16)

　　为了计算ωs (μ) ∩ωu (μ) 上同宿轨 ,令

x + i y = 2 Beiθ (17)

把 ( x , y , I , r) 系统化为 ( B ,θ, I , r) 系统 ,经过一系列计算得到同宿轨道解为

B = I +
- I - 8 (σ1 - σ0)

5 + 6cos2θ

tgθ =
5 a - k2

a + k2
th[ ( a + k2 · 5 a - k2)τ]

(18)

其中 k2 =
1

2ω
(σ1 2σ0) , a =

I
8ω. 利用 (17) 和 (18) 就可得到在 x , y 坐标下的同宿轨道解.

对于式 (11) ,在ε充分小情况下 ,可选取开集

U
δ

= { ( x , y , I , r) | | x | < δ1 , | y | < δ, 　　�I1 Φ I Φ �I2} (19)

其中 4
5

(σ1 2σ0) < �I1 Φ I Φ �I2 ,且 I r = σ0 ∈[ �I1 , �I2 ] , 文[2 ] 已经证明 (11) 也存在不变的正

规双曲不变集

με = ( x , y , I , r) |
x

y
= ε

x 1 ( I , r)

y1 ( I , r)
+ O (ε2) , �I1 Φ I Φ �I22

-

(20)
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它有与ωs
loc (μ) 和ωu

loc (μ) 充分接近的局部稳定流形和局部不稳定流形.

3 　共振区附近的动力学行为

在ωs (μ) ∩ωu (μ) 上关于 r 的方程为

Ûr = -
I

2ω +
σ0

2ω
(21)

因而在 I = I r = σ0 处要产生共振 ,对应于此共振值的 B 和θ的解为

B =
96σ0σ1 - 54σ2

0 - 32σ2
1

(24σ1 - 21σ0) ch2ζ+ (20σ1 - 12σ0)

tgθ = F1thζ
(22)

其中

F2
1 = (9σ0 - 4σ1) / (4σ1 - 3σ0) , 　ζ =

4σ1 - 3σ0

8ω ·
9σ0 - 4σ1

8ω
τ

　　在 I = I r 附近定义一个环域

Aε = ( x , y , h , r)
x

y
)= ε

x 1 ( I r + εh)

y1 ( I r + εh)

17

+ O (ε2) , | h | < c, 系统 (23)

其中 c > 0 为常数. Aε的三维稳定和不稳定流形为ωs ( Aε) 和ωu ( Aε) 与ωs (με) 和ωu (με) 的

子集. 由于Aε上的动力学相对于横截于Aε上动力学的变化来得慢 ,因而进一步引入时间尺度

ρ = ετ (24)

这样可以导出Aε上的动力学方程为

h′= - σ0α̂ -
2σ0

4ω
Γ̂sin r - ε α̂+

1
4ω

Γ̂

2σ0

sin r h

r′= -
h

2ω - εΓ̂
4ω

1

2σ0

cos rr

(25)

其中“′”表示对ρ求导.

当 (25) 右端带 ε的项去掉时 , (25) 成为

h′= - σ0α̂ -
2σ0

4ω
Γ̂sin r

r′= -
h

2ω
)

(26)

式 (26)为一个 Hamilton 系统 , 其 Hamilton 量为

H =
1

4ω h2 +
2σ0

4ω
Γ̂cos r - σ0 rα̂ (27)

对 (26)进行定性分析 ,利用 (27)表达式 ,得到相图见图 2. 图 2 中 p0 为中心 ,q0 为鞍点 ,它们的

位置分别为

q0 : 0 , - arc sin
4α̂ω σ0

2Γ̂
ω 　p0 : 0 ,π,π+ arc sin

4α̂ω σ0

2Γ̂
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图 2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　图 3

Fig. 2 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig. 3

　　考虑扰动方程 (25) ,当ε充分小情况时 , (25) 的相图为图 3 , 其中 qε, pε为 q0 , p0 小扰动

的结果.

4 　同宿轨道的存在性

以图 3 为底空间 ,考虑整个四维空间 ( x , y , h , r) 中是否存在同宿轨道 ,可以通过判别如
下的 Melnikov 函数是否有简单零点来决定.

M ( I r) =∫
∞

- ∞

5 H0

5 x
·

5 H1

5 y
-

5 H0

5 y
·

5 H1

5 x
-

5 H0

5 I
( x , y , I) -

5 H0

5 I
(0 ,0 , I)

5 H1

5 I
+

α̂
2 x

5 H0

5 x
+ y

5 H0

5 y
)+

5 H0

5 x
(π1 +π2) x2 y +中

(π1 - π2) y3 + π3 y (2 I - x2 - y2) - π4 y (2 I - x2 - y2) +

5 H0

5 y
- (π1 + π2) y3 - (π1 - π2) y2 x + π3 x (2 I - x2 - y2) +π4 x (2 I - x2 - y2) -

5 H0

5 I
( x , y , I) -

5 H0

5 I
(0 ,0 , I)其中 ” Iα̂+ 2π2 xy (2 I - x2 - y2) - 2π3 xy (2 I - x2 - y2) )dτ

(28)

计算 (28) 时 ,注意 I = I r =σ0 , x 和 y 取 (22) 中有关表达式 ,利用函数奇偶性 ,经过复杂的计
算 ,最后得到

M ( I r) = - H1
∞
- ∞ -

α̂
2

I0 +α̂σ0Δr (29)

其中

　　　 - H1
∞
- ∞ = -

1
4ω

Γ̂ 2σ0 cos r ( - ∞) (cosΔr - 1) - sin r ( - ∞) sinΔ r

cos ( - ∞) =
2Γ

^ 2 - 16α^ 2ω2

2Γ̂2

sin ( - ∞) =
- 4α̂ω

2Γ̂

I0 =
7σ0 - 8σ1

11
ln|

11tgθ+ 11

11tgθ - 11 |
θ( + ∞)

θ( - ∞)

+ 2σ0Δθ
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　　　 Δθ = θ( + ∞) - θ( - ∞)

Δ r = r ( + ∞) - r ( - ∞) =∫
∞

- ∞
Ûrdτ =∫

∞

- ∞

- 2 - 3cosθ
8ω B dτ

　　如果我们取文[2 ]中给出的参数值 :ε= 0 . 01 ,ω= 0 . 87 , L = 12 , 具体计算 (29) 式 ,得到

M ( I r) = - 0 . 1912 2Γ̂2 - 294 . 3α̂ + 12 . 19α̂+ 0 . 827α̂ - 12 . 67α̂ (30)

由 M ( I r) = 0 得到
Γ̂/α̂ = 12 . 19 (31)

即 (31)成立时 ,系统 (3)有同宿轨道 ,也就是 (1) 和 (2) 的广义渐近惯性流形上的常微分方程组
存在同宿轨道.

5 　讨 　论

根据上述分析结果 ,可以作如下讨论 :

1) 考虑到文[ 2 ]中取εα= 0. 04 , 由 (31)可得εΓ= 0. 048 80 时存在同宿轨道 ,由于这类同
宿轨道实质上已有 Smale 马蹄意义下混沌不变集 ,从而导致时间混沌. 而文 [ 2 ]中数值给出εΓ

= 0. 070 出现空间二模态、时间上为混沌的解 ,与我们结果有一定差别. 事实上 ,我们知道 ,

Melnikov 方法判定的混沌不变集与真实混沌反映的奇怪吸引子出现是有差别的 ,后者值往往
比前者高 ,因而我们的结果在定性上是合理的.

2) 正如 Wiggins 自己在文[ 1 ]中指出他的理论在讨论文 [ 2 ]中给出两模截断系统的同宿
轨道时遇到了很大困难. 我们认为主要是该两模截断系统并没有严格理论保证 ,故没有充分考
虑非线性项作用 ,导致了在讨论混沌运动中失效. 这从一个侧面反映用无穷维动力系统理论建
立正确有效的有限维约化系统的重要性.

3) 本文工作和我们以前工作反映出 Sine - Gordon 方程的广义渐近惯性流形上的常微分
方程组在很大的参数范围内能正确反映原系统动力学行为. 这就使我们相信无穷维动力系统
理论和非线性动力学相结合方法是研究时空系统动力学行为的一个有效方法.
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HOMOCL INIC ORBITS OF THE TRUNCATED SYSTEMS

OF SINE - GORDON EQUATION1)

Xu Zhenyuan
( M athematics and Physics Instit ute , W uxi L ight Indust ry U niversity , W uxi 214036 , China)

Liu Zengrong
( L N M Instit ute of Mechanics , Academia Sinica ; Depart ment of M athematics , S uzhou U niversity , S uzhou 215006 ,

China)

Abstract In this paper the existence of the homoclinic orbits defined by Wiggins[1 ] is proved , by use of

ODE on the generalized asymptotic inertial manifold for the Sine2Gordon equation. We give explicit condi2
tions (in terms of the system parameters) for the model to possess a symmetric pair of homoclinic orbits to

a fixed of saddle2focus type , chaotic dynamics follow from a theorem of Silnikov. This provides a mech2
nism for chaotic dynamics geometrically similar to that observed by Bishop et al . , namely , a random

“jumping”between two spatially dependent states with an intermediate passage through a spatially inde2
pendent state.

It is showed that our parameters values are little different to Bishop’svalues , since the parameter val2
ues for homoclinic values always smaller than the parameter values for chaos , our results are right onquali2
tative analysis and correct the results of (1) .
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