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摘要 :　针对硬微粒填充高聚物复合材料因相界面脱粘开裂生成微孔洞的微损伤成核机制 ,取材

料的代表体积单元进行动力分析 ,通过对粘弹性基体本构关系作 Laplace变换建立了基本方程 ,并

引入 Hankel变换 ,得到了球对称动荷载作用下相界面应力变化规律的解析解 ,据此分析了惯性效

应和粘性效应对界面脱粘的影响·　
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界面脱粘是粒子增强复合材料中微孔洞成核的主要原因之一·　研究界面脱粘通常采用张

应力准则[1 ,2 ]或能量准则[3 ,4 ] ,笔者在最近的研究中指出 ,无论采用何种准则 ,界面的面力分析

是成核分析的关键步骤[5 ]·　在静载作用下 ,一般可采用Mori- Tanaka平均应力场理论和统计方

法来计算界面应力·　但在动荷载作用下 ,由于材料中应力波的传播规律非常复杂 ,难以得到界

面应力的准确解·　

作为此类材料动态应力成核机理的初步探讨 ,本文采用统计平均的方法分析相界面的动

应力波动规律 ,为此 ,取材料的代表体积单元为研究对象 ,通过Laplace变换将粘弹性基体材料

的动力方程形式上以线弹性材料的动力方程写出 ,然后将动力问题的解分为两个问题解的叠

加 ,其一是满足非齐次混合边界条件的准静态解 ,它可由弹性静力学的求解方法得到 ;其二是

满足齐次混合边界条件的动态解 ,它可通过引入有限 Hankel 环变换可以得到·　在用这种方法

可以得到问题的解析解之后 ,本文进一步给出了相界面张应力的波动规律·　通过比较界面应

力的动态解与准静态解 ,本文讨论了惯性效应对相界面开裂的影响·　

1　基本方程及其Laplace变换

取材料的代表体积单元 (RVE)为研究对象 ,RVE为球形胞体 ,其外半径为 b ,内含半径为 a

的同心球形粒子 ,且 a与 b的取值与粒子体积分数 f 之间满足 f = a3/ b3 ,在球形胞体的外表面
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上作用有球对称张力Σ( t)·　对于硬微粒填充高聚物复合材料 ,其粒子的刚度远高于基体的

刚度 ,如碳酸钙粒子填充聚丙烯复合材料 ,粒子的刚度约为基体刚度的 50倍 ,因而在分析中可

近似地将粒子看成是刚性的·　作为基体材料的高聚物 ,若假设 Poisson比ν不随时间变化 ,则

其本构关系可用线性粘弹性表示[6 ] :

σ( x , t) =∫
t

- ∞
E( t - τ)

ν
(1 +ν) (1 - 2ν) Ûεkk ( x ,τ) I +

1
1 +νÛ
ε( x ,τ) dτ, (1)

式中 E( t) 为松弛模量·　体积模量、剪切模量及其Laplace变换分别为

　　 Km ( t) =
E( t)

3 (1 - 2ν) , 　Gm ( t) =
E( t)

2 (1 +ν) , (2a)

　　�Km ( s) =
�E ( s)

3 (1 - 2ν) , 　�Gm ( s) =
�E ( s)

2 (1 +ν)·　
(2b)

由于问题是球对称的 ,其运动方程在Laplace空间为 :

　　
5 �σr

5 r
+

2
r

( �σr - �σθ) =ρs2 �u·　 (3)

在Laplace空间基体材料的本构关系可以应力-位移关系的形式写成如下形式 :

　　�σr = s �Km +
4
3

�Gm
5 �u
5 r

+ s 2 �Km -
4
3

�Gm
�u
r
·　 (4a)

　　�σθ = �σ< = s �Km -
2
3

�Gm
5 �u
5 r

+ s 2 �Km +
2
3

�Gm
�u
r
·　 (4b)

将上式代入 (3)式得到

　　D ( �u) =
ρs
�L �u , (5a)

式中　　D ( 　) =
52 ( 　)

5 r2 +
2
r

5 ( 　)
5 r

-
2
r2 ( 　) , (5b)

　　�L = �Km +
4
3

�Gm·　 (5c)

其边界条件为 :

　　 r = a , 　�u = 0 , (6a)

　　 r = b , 　�σr = s �Km +
4
3

�Gm
5 �u
5 r

+ s 2 �Km -
4
3

�Gm
�u
r

= �Σ·　 (6b)

问题就归结为 (5)和 (6)式所构成的定解问题 ,如能求解出该定解问题的解 ,再作其 Laplace 逆

变换便得到原动力问题的解·　

2　方 程 的 解

设问题的解 �u 可分解为两部分 ,即

　　�u ( r , s) = �u1 ( r , s) + ∑
n

�dn ( s) Un ( r) , (7)

式中 �u1满足Laplace变换意义下的准静态方程和非齐次边界条件 :

　　D ( �u1) = 0 , (8a)

　　 r = a , 　�u1 = 0 , (8b)

　　 r = b , 　s �Km +
4
3

�Gm
5 �u1

5 r
+ s 2 �Km -

4
3

�Gm
�u1

r
= �Σ·　 (8c)

求解 (8)式得到

　　�u1 ( r , s) = �c1 ( s) r +
1
r2 �c2 ( s) , (9a)
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　　�c1 =
�Σ

s (3 �Km + 4 f�Gm)
, 　�c2 = -

a3 �Σ
s (3 �Km + 4 f�Gm)

·　 (9b)

根据 Christensen的思路[7 ] ,再设 (7)式中的 Un ( r) 满足弹性体的特征值问题 ,即

　　D ( Un) + k2 Un = 0 , (10a)

　　 r = a , 　Un = 0 , (10b)

　　 r = b , 　
5 Un

5 r
+ h

Un

r
= 0 , (10c)

式中 k可根据以下讨论由 r = b上的边界条件确定 ,而

　　 h =
2 K - 4 G/ 3

K + 4 G/ 3
, 　K =

E(0)
3 (1 - 2ν) , 　G =

E(0)
2 (1 +ν) , (10d)

作变换

　　Un ( r) = r - 1/ 2 A n ( r)·　 (11)

将上式代入 (10a)得到

　　
d2 A n

d r2 +
1
r

dA n

d r
+ k2 -

3/ 2
r

2

A n = 0 , (12a)

　　A n ( a) = 0 , (12b)

　　
5A n

5 r r = b
+ h1 An ( b) = 0 , 　h1 = h -

1
2

b·　 (12c)

(12a)式是标准的 Bessel方程 ,其解为

　　A n ( r) = A1J 3/ 2 ( kr) + A2 Y3/ 2 ( kr) , (13)

式中 J 3/ 2 ( kr) , Y3/ 2 ( kr) 分别为第一、二类 3/ 2阶Bessel函数·　由边界条件 (12b) 得到

　　A n ( r) = A′1 [ Y3/ 2 ( ka)J3/ 2 ( kr) - J 3/ 2 ( ka) Y3/ 2 ( kr) ] , (14)

式中 A′1为常数 ,由于它可归并到 Dn ( t) 中 ,此处可取 A′1 = 1·　k须利用边界条件 (12c) 求得 ,即

由

　　 h1 [ Y3/ 2 ( ka)J3/ 2 ( kb) - J 3/ 2 ( ka) Y3/ 2 ( kb) ] +

　　　　　　k [ Y3/ 2 ( ka)J′3/ 2 ( kb) - J3/ 2 ( ka) Y′3/ 2 ( kb) ] = 0 , (15)

由上式可解出 k = kn ( n = 1 ,2 , ⋯)·　因此 ,

　　Un ( r) = r - 1/ 2[ Y3/ 2 ( kna)J 3/ 2 ( knr) - J3/ 2 ( kna) Y3/ 2 ( knr) ]·　 (16)

这样 ,由 �u = �u1 + ∑
n

�dnUn所构成的解满足所有的边界条件 ,剩下的问题是确定适当的 �dn ,使

其满足方程 (5a)·　将 �u 代入该式得到

　　D ( �u1) + ∑
n

�dnD ( Un) =
ρs
�L ( �u1 + ∑

n

�dnUn)·　 (17)

利用 (7a) , (9a)的结果 ,并令

　　W ( r) = r3/ 2 - a3 r - 3/ 2 , (18)

得到

　　∑
n

(ρs + k2
n�L ) �dnA n = - ρs�c1 W·　 (19)

为能求出 �dn ( s) , 现定义有限 Hankel环变换 :

　　W 3 ( kn) = H[ W ( r) ] =∫
b

a
rW ( r) A n ( r) d r·　 (20a)

其逆变换为[8 ] :
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　　W ( r) = H- 1[ W 3 ( kn) ] = ∑
n

W 3 ( kn)

F( kn)
A n ( r) , (20b)

式中

F( kn) =
2
π

J 3/ 2 ( kna) h2
1 + k2

n 1 -
3

2 knb

2

- [ knJ
′
3/ 2 ( knb) + h1J 3/ 2 ( knb) ]2

k2
n [ knJ
′
3/ 2 ( knb) + h1J 3/ 2 ( knb) ]2 ·　 (20c)

将 (20)式代入 (19)式得到

　　�dn ( s) = �c3 n ( s)
W 3 ( kn)

F( kn)
, 　�c3 n ( s) = -

ρs
ρs + k2

n�L
�c1 ( s)·　 (21)

如果 �c1 ( s) , �dn ( s) 逆变换存在且分别为 c1 ( t) , dn ( t) ,则位移解为 :

u ( r , t) = c1 ( t) r -
a3

r2 + ∑
n

dn ( t) r - 1/ 2[ Y3/ 2 ( kna)J 3/ 2 ( knr) - J3/ 2 ( kna) Y3/ 2 ( knr) ]·　

(22)

3　界面法向应力

在Laplace空间 ,由 (2) , (4)可得界面的法向应力表达式为

(a) a = 2μm　　　　　　　　　　　(b) a = 6μm

(c) a = 10μm　　　　　　　　　　　(d) a = 2μm , t′/ tm = t/ tm - 4
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(e) a = 6μm , t′/ tm = t/ tm - 4　　　　　　　　(f) a = 10μm , t′/ tm = t/ tm - 4

(g) a = 2μm , t′/ tm = t/ tm - 12　　　　　　　　(h) a = 6μm , t′/ tm = t/ tm - 12

(i) a = 10μm , t′/ tm = t/ tm - 12

图 1　界面应力波动规律

　　�σr ( a , s) = s�E 1 - ν
(1 +ν) (1 - 2ν)

5 �u
5 r r = a
·　

(23)

对上式作逆变换得

σr ( a , t) =∫
t

- ∞
E( t - τ) 1 - ν

(1 +ν) (1 - 2ν) ×

5
5τ

5 u
5 r r = a

dτ·　 (24)

现考虑基体为标准线性固体 ( E( t) = E2 +

E1exp ( - t/ tm) ) ,在胞体外边界作用阶跃荷载的情

形 ,即

Σ( t) = Σo·H( t) , (25)

式中ΣoH( t) 为单位阶跃荷载 ,取

tm = 5s , 　f = 011 , 　E1 = 110 ×108Pa ,

E2 = 510 ×108Pa , 　ν = 013 ,
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计算得界面法向应力随时间变化规律如图 (a)～ (i)所示·　

4　讨论和结论

图 1 (a)～ (c) , (d)～ (f) , (g)～ (i)分别给出了粒径为 a = 2μm ,6μm ,10μm的界面应力在不

同时刻随时间的变化规律 ,分析计算结果可得出如下结论 :

1) 在阶跃荷载作用下 ,界面应力有强烈的波动效应 ,并且具有波动频率快和应力峰值高

的特点 ,最大的应力幅值远大于准静态解·　从粒径为 2μm的算例中可见 (图 (a) ) ,准静态解为

σrs ( a) = 11521Σ0 ,而动力解的最大应力峰值为max σr ( a , t) = 516Σ0 ,考虑惯性效应的动力

解是不考虑惯性效应的准静态解的316倍·　由此可见 ,如果界面脱粘由界面应力控制 ,则在动

荷载作用下界面更容易脱粘 ,说明由准静态解的结果计算得到的界面脱粘的粒子数较少 ,从而

会过高地估计材料的宏观模量·　

2) 由于材料中的粘性效应 ,基体中的应力波在传播过程中随着时间的推移会衰减 ,因而

界面应力波动的幅值随时间而下降·　图 (a)～ (c)给出了粒径为 2μm的粒子界面应力随时间衰

减的曲线·　在图 (a)中 (在 t = 0 的极短瞬间) ,界面应力的最大应力峰值为 516Σ0 ,而在图

(b) (在 t = 4 tm的极短瞬间) 和图 (c) (在 t = 12 tm的极短瞬间) 中 ,界面应力的最大应力峰值

分别为312Σ0和 210Σ0·　这是粘弹性材料区别于其它材料的显著特点之一·　这也表明在阶跃

荷载作用下 ,如果界面脱粘由界面应力控制 ,则在加载初始阶段界面易脱粘 ,而随时间的推移 ,

由于应力松弛界面应力波动峰值下降 ,使界面不易脱粘·　

3) 在粒子体积分数 f 给定的条件下 ,不同的粒径对界面应力的波动峰值的影响并不明显·　

图 (a) , (d) , (g) 给出加载初始瞬间粒径分别为 a = 2μm , 6μm , 10μm粒子界面应力的波动规

律·　三幅图的最大峰值基本相同 ,约为 516Σ0·　在 t = 4 tm的极短瞬间 ,以上三种粒径粒子界

面应力最大峰值也基本相同 ,图 (b) , (e) , (h) 的曲线表明最大峰值约为 315Σ0·　同样 ,图 (c) ,

(f) , (i) 的计算结果显示 ,在 t = 12 tm的极短瞬间 ,三种粒子界面应力的最大峰值约为210Σ0·　

但应说明 ,当材料中含有大量粒子夹杂时 ,即使是粒子体积分数给定 ,不同粒径的粒子界面应

力波动情况也并不相同且难以精确求解 ,本文所给的这些结论是在对材料作了平均化处理以

后得到的·　它们对理解惯性效应和粘性效应在高三轴度应力作用下的含夹杂复合材料的界

面开裂中的作用问题是有帮助的·　
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Dyna mic S t ress Analysis of t he I nt e rf ace

i n a Pa r t icle- Rei nf orce d Comp osi t e

Chen J iankang1 ,2 , 　Huang Zhuping1 , 　Bai Shulin3

(11 State Key LNM , Instit ute of Mecha nics , Chi nese Acadenuy

of Sciences , Beiji ng 100080 , P R Chi na ;

21 Ya ngzhou Univers ity , Ya ngzhou 225009 , P R Chi na ;

31 Depa rtment of Mecha nics a nd Engi neeri ng Science , Peki ng

Univers ity , Beiji ng 100871 , P R Chi na)

Abs t ract : The analysis of the dynamic stress on the particle- matrix interface in particle- reinforced

composite for the reason that this stress may lead to the microvoids’nucleation due to the interfacial

debonding were studied. For simplification , the representative volume element ( RVE) was taken as

an analysis model . The Laplace transformation was used to derive the basic equations , and the analyt2
ical solutions were obtained by means of Hankel transformation. Moreover , the influences of the iner2
tia and viscosity on the debonding damage were also discussed.

Key words : rheological material ; dynamic stress ; interface debonding ; microvoids’nucleation
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