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　　摘　　　要 : 从基本的无网格光滑粒子法 SPH ( Smoothed Particle Hydrodynam ics)近似出

发 ,修正了模拟固体力学中大变形弹塑性碰撞的 SPH方法.在边界处采用修正的边界条件 ,弹

塑性分析过程中采用增量理论计算应力 ,迭代过程中用守恒光滑法进行滤波修正消除拉力不

稳定.对 SPH方法进行了程序实现 ,给出了杆弹塑性碰撞的算例.计算分析表明 , SPH方法节

点的影响域较大、精度较相同节点间距有限元法的结果有一定差距 ,但是通过增加粒子数量可

以提高 SPH的精度 ,保持了其简单性和计算大变形的特性.
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Ab s trac t: Based on the app roximation of smoothed particle hydrodynam ics ( SPH ) , the formulations of

SPH method, which can numerically simulate the elastic2p lastic impact p rocess in solid mechanics, was estab2
lished. Modified boundary functions were used to simulating the boundary condition. Owing to the tensile in2
stability of traditional SPH, the code cannot get the p roper result. The conservative smoothing app roach was

used in the p rocedure to filter the result and elim inate the tensile instability. The examp le of elastic2p lastic im2
pact of a pole and the comparison of the result calculated by SPH and finite element method ( FEM ) were giv2
en. The numerical examp le and analysis that indicated the influencing region of traditional SPH particle is la2
ger than FEM , and the p recision of SPH method is lower than FEM at the same scale of particles. The p reci2
sion of SPH method can be imp roved by increasing the number of particles.

Key wo rd s: elastic waves; boundary conditions; smoothed particle hydrodynam ics; elastic2p lastic im2
pact; conservative smoothing app roach



无网格光滑粒子法 ( Smoothed Particle Hydro2
dynam icsMethod, SPH )在 1977年首次被提出来

解决天体物理和宇宙问题 [ 1 ]
. 1991年文献 [ 2 ]用

来处理固体的动态响应问题 , SPH方法得到了进

一步发展.近十几年来随着研究者的增多和研究

的深入 , SPH法得到了人们的广泛承认. 目前 ,

SPH法已运用到模拟流体运动、固体大变形、裂纹

扩展等很多方面.随着深入研究的开展 , SPH法的

很多优点得到了验证 ,但同时也暴露了诸多不足 ,

如拉力不稳定、边界误差、插值缺乏连续性和完备

性等等.对于传统 SPH法的各种缺陷 ,研究人员

通过提出各种方法予以解决 ,出现了对 SPH的各

种改进和修正.本文推导了弹塑性碰撞的 SPH的

计算公式 ,采用守恒光滑法进行滤波修正 ,解决了

传统 SPH法的拉力不稳定导致计算程序易发散

的问题 ,运用自行开发的 SPH程序模拟了杆的弹

塑性碰撞并与有限元计算的结果进行了比较.

1　SPH方法及修正
1. 1　SPH的基本近似

SPH方法中对于求解区域Ω中 x处的场函

数近似值 f
h ( x)表达式 :

f
h ( x) = ∫

Ω

w ( x - y, h)·f ( y) dy (1)

其中 , w ( x - y, h)为核函数或权函数 , h为影响域

半径.根据文献 [ 1 ]的工作 , w ( x - y, h)必须满足

以下条件 :

w ( x - y, h) > 0　　当 y在 x对应的子域内

(2a)

w ( x - y, h) = 0　　当 y在 x对应的子域外

(2b)

∫
Ω

w ( x - y, h) dy = 1 (2c)

当 h→0时 ,

w ( v, h) →δ( v)　　v = ‖x - y‖ (2d)

如果 w ( x - y, h)为偶函数 ,还要满以下条件 :

∫
Ω

5w ( x - y, h)

5x
dy = 0 (2e)

常用的 Sp line核函数如下 :

w ( v, h) =
C

h
d

3
2

2
3

- v
2

+
1
2

v
3 0 < v < 1

1
4

(2 - v) 3 1 ≤ v≤ 2

0 v > 2

(3)

其中 , v =
r
h

=
| x - y |

h
; d为空间维数 ; C为归一化

常数 ,在一维 ,二维和三维情形分别为 2 /3, 10 /7π

和 1 /π. w ( x - y, h)及其导数的曲线如图 1所示.

图 1　Sp line核函数及其导数

　　对式 (1)进行数值离散可得粒子 xi处场函数

的 SPH近似值 f
h ( xi ) :

f
h ( xi ) = ∑

j∈M i

f ( xj ) w ( xi - xj , h)
m j

ρj

(4)

其中 , j∈M i表示 j是粒子 i影响域内的粒子 ; m ,ρ

为粒子的质量和密度.

对于 x处场函数导数的 SPH近似值有

5f
h ( x)

5x
α = ∫

Ω

5w ( x - y, h)

5x
α ·f ( y) dy (5)

可得其离散形式 :

5f
h ( xi )

5x
α
i

= ∑
j∈M i

f ( xj )
5w ( xi - xj , h)

5x
α
i

m j

ρj

(6)

其中 , x
α
i 表示 xi在α方向上的分量.式 ( 4)和式

(6)是数值计算基本的 SPH公式.

1. 2　弹塑性碰撞的 SPH守恒公式

对于连续介质力学的质量守恒、动量守恒、能

量守恒方程如下 :

dρ
d t

= -ρ5v
β

5x
β (7)

dv
α

d t
=

1
ρ

5σαβ

5x
β (8)

de
d t

=
σαβ

ρ
5v
α

5x
β (9)

其中 ,ρ, v, e分别为密度 ,速度和比内能 ;α,β为方

向指标.由于热传导的时间尺度远远大于撞击过

程 ,因此可忽略能量守恒方程.

对于质量守恒方程按照式 (6)进行离散可得

dρi

d t
= -ρi∑

j∈M i

v
β
j

5w

5x
β
i

m j

ρj

(10)

对于求解域内的粒子 ,上式没有问题 ,但是对于在

边界上以及边界附近的粒子 i来说 ,由于影响域

的不完整 ,核函数导数的积分不满足式 ( 2e) ,以

及核函数的积分不满足式 (2c) ,即

∑
j∈M i

5w ( xi - xj )

5x
β
i

m j

ρj

≠ 0
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和 ∑
j∈M i

w ( xi - xj )
m j

ρj

≠ 1

如图 2所示.

图 2　边界附近粒子的核函数及其导数的积分

如果采用式 ( 10)会导致边界上的梯度近似

产生较大误差 ,对式 (10)进行适当修改 :

dρi

d t
= -ρi∑

j∈M i

( v
β
j - v
β
i )

5w

5x
β
i

m j

ρj

(11)

对于域内粒子 , ∑
j∈M i

- v
β
i

5w

5x
β
i

m j

ρj

= 0 ,而对于边界

附近的粒子 ,这一项的物理意义是用 v
β
i 来近似影

响域内残缺的边界外的粒子的物理量 v
β
j ,从而使

得可以在完整的影响域内求积分.

对于动量守恒方程式 (8) ,按照式 (6)进行离

散 ,可以得到 :

dv
α
i

d t
=

1
ρi
∑
j∈M i

σαβj
5w

5x
β
i

m j

ρj

(12)

考虑边界误差 ,并考虑到全局动量守恒的条

件 ,式 (12)修正为

dv
α
i

d t
=

1
ρi
∑
j∈M i

(σαβj +σαβi )
5w

5x
β
i

m j

ρj

(13)

现在出现的各种 SPH的修改方法 ,如果不满

足全局动量守恒 ,计算程序将很容易发散 [ 3 ] .因

此这里还采用式 (14)检查全局动量守恒 :

∑
n

i =1
∑

n

j =1

(σαβj +σαβi )
5w

5x
β
i

m jm i

ρjρi

= 0 (14)

1. 3　弹塑性材料应力的计算

对于计算弹塑性大变形碰撞 ,采用增量理论

进行分析 ,材料本构采用速率型本构 ,用 Jaumann

应力率σ
·αβ

J 求应力 :

σαβ ( t + d t) =σαβ ( t) +σ
·αβ·d t (15)

σ
·αβ

J =σ
·αβ

-σ
αγωγβ -σ

βγωγα (16)

其中

σ
·αβ

J = C
αβγκ·ε

·γκ
(17)

ε
·αβ

=
1
2

5v
α

5x
β +

5v
β

5x
α

ωαβ =
1
2

5v
β

5x
α -

5v
α

5x
β (18)

其 SPH离散形式为

ε
·αβ

i =
1
2 ∑j∈M i

( v
α
j - v
α
i )

5w ( xi - xj , h)

5x
β
i

m j

ρj

+

∑
j∈M i

( v
β
j - v
β
i )

5w ( xi - xj , h)

5x
α
i

m j

ρj

ωαβi =
1
2 ∑j∈M i

( v
β
j - v
β
i )

5w ( xi - xj , h)

5x
α
i

m j

ρj

-

∑
j∈M i

( v
α
j - v
α
i )

5w ( xi - xj , h)

5x
β
i

m j

ρj

(19)

采用应力修正的方法来计算混和硬化的弹塑

性材料在 tn + 1时刻的应力σ
n + 1

:

1) 先运用式 (15)～式 (19)按弹性变形的本

构关系求得 tn + 1时刻的应力试探值σ
3 .

2) 检查屈服条件 :

< =
3
2

(S
3
αβ - a

n
αβ ) (S

3
αβ - a

n
αβ ) - (σn

y ) 2
= 0　 (20)

其中 , S
3
αβ =σ3

αβ -
1
3
σ3
κκ;σ

n
y =σ0 +βEpε

pn
eff为 tn时刻

的屈服极限 ,εpn
eff为 tn时刻的有效塑性应变 ,如果

<≤0,则表示仍处在弹性变形区 ,此时 S
n + 1
αβ = S

3
αβ

即应力试探值正确 ,转 4)求σn + 1
αβ .

3) 如果 < > 0,则表示材料处于塑性加载 ,此

时应修正有效塑性应变 :

εpn +1
eff =εpn

eff +Δεp
eff =

εpn
eff +

3
2

(S
3
αβ - a

n
αβ ) (S

3
αβ - a

n
αβ ) -σn

y

3μ + Ep

(21)

其中 , Ep为塑性硬化模量 ;μ为剪切模量.缩小偏

应力 ,使之按比例回到新的屈服面上 :

S
n +1
αβ = S

3
αβ -

3μΔεp
eff (S

3
αβ - a

n
αβ)

3
2

(S
3
αβ - a

n
αβ ) (S

3
αβ - a

n
αβ )

　 (22)

并修正屈服面的中心位置 :

a
n +1
αβ = a

3
αβ +

(1 -β) EpΔε
p
eff (S

3
αβ - a

n
αβ )

3
2

(S
3
αβ - a

n
αβ ) (S

3
αβ - a

n
αβ )

4) 计算 tn + 1时刻的应力σ
n + 1
αβ :

σn +1
αβ = S

n +1
αβ - p

n +1δαβ (23)

其中 ,δαβ为δ函数 ; p
n + 1

= - k
V

n + 1
- V0

V
n + 1 , k为体积

模量 , V
n + 1和 V0分别为 tn + 1时刻和初始时刻的粒
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子体积.

1. 4　搜索半径的计算

根据文献 [ 1 ]以及文献 [ 3 ]的工作 ,核函数中

的 h由下式决定 :

h
·

h
=

1
d

Δ·v = -
1
dρ
ρ·

h
·

i =
hi

d∑j∈M i

( v
β
j - v
β
i ) 5w

5x
β
i

m j

ρj

(24)

用 w ( xi - xj , hij )代替 w ( xi - xj , h) ,其中 hij =

1
2

( hi + hj ) .

1. 5　时间的迭代

采用蛙跳法进行时间的迭代.

1) 对于 tn时刻 ,计算迭代时间间隔δt
n
.根据

Courant2Friedrichs2Lewy条件 :

δt
n

= m in 0. 3hi

λ + 2μ
ρi

+ si

其中 ,λ,μ为拉梅常数和剪切模量 ; si为粒子 i的

速度.

2) 由当前的粒子坐标 xi ,速度 vi ,密度ρi (每

个粒子的质量在整个计算过程中不变 ) , hi以及

屈服极限σy等物理量按照 1. 3节中的公式求出

这一时刻的应力σi.

3) 由式 (11)、式 (13)、式 (24)算出这一时刻

的ρ· i , v
·

i , h
·

i.

4) 计算 tn + 1时刻的物理量 :

ρn +1
i =ρn

i +ρ·iδt
n (25)

v
n +1 /2
i = v

n - 1 /2
i +

1
2

(δt
n

+δt
n - 1 ) v
·

i (26)

h
n +1
i = h

n
i + h
·

iδt
n (27)

x
n +1
i = x

n
i + v

n +1 /2
i δt

n (28)

1. 6　守恒光滑法的滤波修正

传统的 SPH法凭借其本身的无网格特性 ,在

解决计算力学中的大变形问题上较有限元有一定

的优势 ,但是它是一种新的数值方法 ,尤其是运用

到能承受偏应力和拉应力的固体介质中还存在诸

多问题 ,例如拉力不稳定性.文献 [ 4 ]最先发现了

SPH的拉力不稳定性 ,对此还进行了 Von Neu2
mann的稳定性分析 ,建立了通过应力和核函数二

阶导数的乘积来判断稳定性的判据. 后来文献

[ 5 ]提出了多维的守恒光滑公式 :

�U i = U i +αcs ∑
j≠i

m jU jw ij ρj

∑
j≠i

m jw ij ρj - U i 　　0 <αcs ≤ 0. 5

(29)

其中 , U i可以为粒子 i点的速度、位移、密度等 ;

αcs为守恒光滑系数.运用式 ( 29)进行 vi的修正 ,

即在式 (26)后运用此式.这种方法能较好地消除

拉力不稳定性.

2　算　例

本文计算了截面正方形边长为 6. 4 ×

10
- 3

m,高 32 ×10
- 3

m 的弹塑性杆 ,以速度

227m / s与刚性面碰撞 ,杆的材料参数 :杨氏模量

E = 117 ×109 N /m2 ,泊松比ν= 0. 35,初始屈服极

限σ0
y = 400 ×10

6
N /m

2
,剪切硬化模量 ET = 100 ×

106 N /m2 ,ρ= 8 930 kg/m3.粒子均匀分布 ,初始影

响域半径为粒子初始间距 ,终止时间为 8 ×

10
- 5

s,滤波修正系数为 0. 13～0. 15.图 3～图 5

为本文开发的 SPH程序和有限元 ANSYS LS2
DYNA计算的在 8 ×10 - 5 s时的结果.

图 3　SPH计算结果 ,粒子间距为 0. 8 ×10 - 3 m

图 4　SPH计算结果 ,粒子间距 0. 4 ×10 - 3 m

图 5　ANSYS LS2DYNA,网格大小 0. 8×10 - 3 m

从以上结果可以看出 ,对于同样的节点间距 ,

在完备阶数相同的情况下 , SPH的结果较有限元
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结果精度差 ,这是因为 SPH方法中节点 (粒子 )的

影响域要大于有限元方法中节点的影响域 (一般

是有限元方法的 2倍 ).近年来 ,国外专家提出了

各种 SPH的修正方法 ,通过提高它的完备阶数来

提高 SPH的近似精度 ,如 Krongauz2Belytschko修

正 [ 6 - 7 ] , Randles2L ibersky修正 [ 8 ] ,运用最小二乘

法插值的 MLS2app roximation[ 9 - 10 ]以及运用 Taylor

序列展开的 RKPM
[ 11 - 12 ]和 CSPH

[ 13 - 14 ]
,前 2种方

法可以达到一阶完备 ,后 3种可以达到任意阶 ,但

是这些方法均出现矩阵求逆或者解方程组 ,不但

同样增加了计算量 ,而且对于大变形计算很容易

矩阵奇异导致计算终止 ,有的甚至不能满足全局

动量方程的离散守恒导致程序发散.本文发现通

过加密粒子 , SPH同样可以得到较高精度的解 ,既

简单 ,又能发挥 SPH计算大变形的优势.

3　结　论

本文从基本的 SPH近似出发 ,修正了模拟固

体力学中的大变形弹塑性碰撞的 SPH方法 ,在边

界处采用修正的边界条件 ,弹塑性分析过程中采

用增量理论计算应力 ,由于传统 SPH的拉力不稳

定导致计算程序易发散 ,本文采用守恒光滑法进

行了滤波修正.最后给出了杆的弹塑性碰撞的算

例 ,并与有限元计算的结果进行了比较.由于传统

的 SPH节点的影响域大 ,而且在粒子不均匀分布

下只完备到零阶 ,精度差 ,相同粒子间距的 SPH

与有限元的结果有一定差距 ,但是研究发现 ,通过

增加粒子 ,同样可以提高 SPH的精度 ,而且还保

持了其简单性和计算大变形的特性.
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