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摘要 研究两半无限大勃弹性体间 界面裂纹在简谐载菏作用下裂纹尖端动应力场的奇

异特性 通过引入裂纹张开位移和裂纹位错密度函数
,

相应的混合边值问题归结为 组祸合的

奇异积分方程 渐近分析表明裂尖动应力场的奇异特征完全包含在奇异积分方程的基本解中

通过对基本解的深入分析发现砧弹性材料界面裂纹裂尖动应力场具有与材料参数和外载荷频

率相关的振荡奇异特性 以标准线性固体赫弹材料为例讨论了材料参数和载荷频率对奇性指数

和振荡指数的影响

关键词 赫弹性
,

界面裂纹
,

振荡奇异性
,

动应力场
,

奇异积分方程

引 言

界面裂纹裂尖应力场的振荡奇异特征
,

由于 ‘ , , ,

等人的研究已成为众所周知的特征 均匀材料中裂纹尖端应力场的奇性指数是与材料参数无关

的 一 常数 不均匀材料界面裂纹尖端应力场由于界面两侧材料失配而具有振荡奇异性
,

相

应的奇异性指数不是实数而是复数
,

其实部 奇性指数 表征应力场的奇异特性 其虚部 震荡

指数 表征应力场的振荡特性 由于奇异积分方程在分析裂尖奇异性方面的方便胜
,

囚 用奇异积分方程分析了界面裂纹在静载荷下的振荡奇异特征
,

研究表明奇性指数

是与材料无关的 一 常数
,

而振荡指数是与材料参数相关的
,

和 对

动载荷下界面裂纹的研究得到相同的结果 本文对豁弹性界面裂纹问题同样用奇异积分方程方

法进行分析得到裂尖动应力场
,

而其奇异特征完全由奇异积分方程的基本解表征 通过对基本

解的深入研究
,

发现奇性指数不再保持 一 常数
,

奇性指数和振荡指数不仅都与材料参数有

关
,

而且还与载荷频率有关 最后以标准线性固体为例进行了数值分析
,

揭示了豁弹性参数对

奇性指数及振荡指数的影响

问题的数学描述

对于简谐载荷
,

赫弹性材料中的应力和应变可通过复模量表示为

易
, 、,‘ 公 易

,
, , 公

。蒸、
, , , 、 、 吴、

, , , 、
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其中
,

模量

‘断、
,

戛
吃

,

吃
,

锡 分别表示复数形式的应变
、

应力
、

偏应变和偏应力
“

司
,

叫 是复

弹性材料中质点的运动方程表示为

、

八
、 、 。

人
‘ 、 二 ‘ 公 】

· ‘ 以 ‘

、

进行 分解
,

即 。
, 夸 , 、 毋 二

,
,

, 、 甲 少
, 夕 , 、 甲

·

少将 、

程

,

得到波动方

、尹、产、甲 、 二
, 。, 、 茗、

, 、, 。

劝 二
,

,
, 。 无了劝

, 、, 、

「一 〕
,

公 于 甲

其中
,

膨胀波复波数 嵘 一 豁
,

复波速 , 一 刀 一二 二二鱼一口 剪切波复波数 嘴
” 一

一
’ 一 ”

唯
’

一
“

‘

” “

」
’

一 夕
‘

一
’

匀

‘ 二 「 “ 山、飞

升
,

复波速
,

二二二二
,

表示取主值 沪 ,

劝分别是膨胀波和剪切波的势函数
言 户

考虑图 所示 种均匀
、

各向同性
、

线勃弹性体界面上存在一个长度为 的 裂

纹 假定在裂纹面上作用简谐载荷 人。
, 。 域 。认 一

。

其中
,

足够大以保证裂纹面在

变形过程中始终不相接触
,

则边界条件为

。 , , 。 。 , 一 , 、 尹 “‘ 一 夕
, 二 , 。

, 、 , 二 。

,
, , 。 , , 一 , 。 , 二 。

。 , , 。 。 , 一 , 、 , 二 。

。 , 夕, 。 二 , 二 ,

其中
,

应力 , 。。。 , 。 。 ,

位移 。 。二 , 。

、 ,

妄、
,

盆、

‘‘‘ 、

、 ,
口早、

,

犷、

图 含裂纹的赫弹性体界面

吐

裂尖动应力场

奇异积分方程的导出

为方便起见
,

以下推导过程中均将因子 、‘ 省掉 对式 中坐标 作 积分变换
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利用辐射条件 式可解出

一欣‘“ ,

夕

岁 , 夕

一月‘“ , 。

月 “
,

。

、 ·

近而可得位移

‘少、、

一一双
一沪

了少、、

一一万
丫

召一劝

厂万丁石
。

,

。

价
一 “ 几 , ’尸‘ 一 口 一 肠 ‘,

月
一

以抖一叫姗
夕伪卜、、‘少

了夕、、

一一「一 ‘。 ,

一 ‘月‘

一 ‘ 」
一 “、 , 、

一

步利用易弹性本构方程式 可得进

中中其其

习
一

《姗一 ,

、 一 ‘ 。 尽,

尽矛 、 」
﹂

一一

其
‘ ,

八

欠八矛
二 田 一 百 艺‘ , 。护一 “

‘

牙‘ 才

而界面应力
,

即 万

、 一 ‘ 了、 。 ,

可表示成

, ,

一 刀 戈 之一 刀 戈 佘
万 刀

定义裂纹张开位移
△、 二

,‘ 。 , 一 。 二 , 一

则由式 得
△。,

嘴 矛 厂 刀厂 一 仇
‘

刀厂闷
一

△云
, ,

、 护 ,

上式反映了裂纹 ’张开位移与作用在裂纹面上的应力之间的联系 佰界面位移边界条件 式

与裂纹面应力边界条件 式构成求解裂纹张开位移的对偶积分方程

一‘ △司

一‘ △云 。 ,
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其中
, 一 表示 变换 的逆变换

,

为进一步导出奇异积分方程
,

定义裂纹位错密度

一月巴尹了、
、了尹、‘︸

‘
‘

聋△
。 、

代入式 得

。 二 二 一 。

一 去
可以证明 同

一八全
斗士 ⋯

一

。。

口
二 二 尽 。 一

一 口 一 」
式中

, 、

刀 公丫 曰 , 一 一 二二二 , 一代二二 矛
‘

又 一 丈〕 一 月
‘

,

砚

啼一
一

一 一 宝、 盆圣
一 贫。 若爹

签、 昙一 一 了

哪 、 嘴咭一 吼
嘴一鸿田一曰一

一一
凡 、 、 、

‘ 、

利用公式

戍
二 ‘“· , “一 ·‘ ·’

龙
· · 二 ‘ · 一

妾
式 化为

口
一

式中

盯
。 一

状六
‘ ,

‘ “
, · ,一六尤 蠢

一 ‘。‘。 · · ,
石一

式 是关于位错密度
,

叽 祸合的奇异积分方程组 为方便分析
,

引入
一

个新的复数位错

密度 从 叽 司 一 认 劝
,

则式 可合并成一个奇异积分方程

。 ·卜攀 兴 警 同
一“,“ 州一“,‘ ‘ ,

三

式中
。 。、 , 二 尹 ‘。‘ 一 尹 , ,

二 凡 一

兀 一

入劝 叽 认
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解的唯一性条件 式相应变为
“ , 一

裂尖应力场

式 是由运动方程和本构方程导出的问题的控制方程
,

不仅对边界 川三 适用
,

对边

界 川全 同样适用 注意到 叫全 时
,

入
,

并对裂纹长度做归 一化处理
,

即将 重

新记为
,

则在界面土

二 , · ,

一臀八恐 警户
五 一 、 州一、、“

,

全

卜式第二项在 升 士 时有界
,

因而裂尖应力场的奇异性仅存在于第一项中
,

即

阴
仃

, 夕 , , 卜 , 尸 又 一 —沙 沙 沙 一 ,

儿

‘ 久荟

石一

根据奇异积分方程理论 网 及 〔‘

数

入劝 二

的奇异积分方程数值求解方法
,

从 可表示成无穷级

艺
‘ 二 “ ’ , ”·

其中
,

式
,

胎 二 是 多项式
, 价‘ 是相应的系数 而 二 是奇异积分方程基本解

,

可

一般地表示成
、、‘刀了马‘,翻︸

了口、

其中

将式

二 一 二 “ 二 “

叮
,

占士 决定于奇异积分方程的系数
,

即

一知粼
‘一 抖 表示求幅角

代入式
,

井利用公式 〔

上厂
‘

烈一
· , 艺

典
一 , 一 。 二

烈
了 , ,了 , 一 。 二 ,

吓 一 乙一 苏

其中 甲 二 是 二

式叭
,

取 二 在无穷远处的主部 则有

, , 口二 , 戊 卜 。
汪
·

艺
·。

式一
‘ , ’劣

由此可见
,

裂尖动应力场的奇异性完全山 动 来表征

数值结果和奇异性分析

对于弹性材料
,

由于材料的体变模量和切变模量均为实数
,

所以参数 月也是实数 由式

知奇性指数 占二 一 与材料参数无关
,

而振荡指数 句
,

卿 是材料参数的的数 当
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界面两侧材料相同时
,

参数 口二
,

此时振荡指数 已
,

表明振荡性质是由界面两侧材料失配

而引起的 对于赫弹性材料
,

由于材料体变模量 凡 、 和切变模量
,

哟 均为外载荷频率 、 的

复函数
,

因而参数 月成为依赖材料参数和外载荷频率的复数
,

进而由式 知不仅振荡指数 ￡

依赖于材料参数
,

而且奇性指数 占也不再是 一 常数
,

而依赖于材料参数 不仅如此 奇性
指数 占和振荡指数 还都与外载荷频率 、 有关 而当界面两侧材料相同时

,

由于参数 月二
,

又得到与弹性材料相同的结果
,

即奇性指数 占二 一
,

振荡指数 二 为了进一步分析奇异

性指数与豁弹性材料参数及外载荷作用频率的关系
,

以标准线性固体模型为例
,

其切变松弛函

数和相应的复模量为

、
口‘曰︸

‘ 一 。一

卜 , 一 王土工,

户。 、 赵。

其中
, 丁 是松弛时间

的曲线 为简化分析

、

些
拜、

一 ,

而 拼。 是瞬时模量
,

彻 二

丁

拜、 是长时模量 体变模量具有类似

假定材料泊松比 。 保持常数
,

则体变模量
夕

八
‘

口

—
‘《甲

仁 一

豁弹性材料参数和密度为 群。 一“ , 赵 一“ , 二 , 二 一“ 为分析材

料参数对奇异性指数的影响
,

在其它参数不变的情况下
,

每次改变界面一侧材料参数 拼。
, 赵 ,

动

中的一个计算奇性指数 占和振荡指数 随载荷频率 。 的变化规律

图 反映了勃弹性材料瞬态模量 户。的影响 图 中曲线 表示界面一侧材料
,

界面另一

侧材料分别为曲线
, ,

所示 种组合情况对应的奇性指数 占和振荡指数 ‘ 分别如图
,

图 所示 奇性指数 占在高频和低频都趋于 一 是由于材料复模量在高频和低频分别趋于

实数的瞬时模量 户。 和稳态模量 户 所致 在复模量有效的频率范围内
,

奇性指数 占随模量差
料。一 、 的增加而增加 类似地

,

振荡指数 在高频由界面两侧瞬时模量 拼。之差决定
,

在低频

由稳态模量 户 之差决定 赫弹性材料稳态模量 拼 的影响与瞬态模量 拼。 的影响类似

。

火

火

义

火

,

火

群 。 拜 , 。二二

拜 。 赵 。

环 。 拜 。

“ 。 拜 。

群 拜 ,

拜 。 赵 。 一一
环 拜 。

“ 。 拜 。

心︵︶
。勺

一 一

互 、

对复模量 哟 的影响

、

图 猫弹性材料瞬时模量 户。 的影响

一 拜。
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子, 〔 声, 〔〕 〔〕 阳 。
, ‘, ‘,户
〔 污

七 , 「 〕

〕

一一

一 一

‘ ,耳 、

对奇性指数 占的影响
’

, 工 占

一 一 〔

‘ 、

对振荡指数 的影响
『

淮
〕 ‘

图 薪弹性材料瞬时模缝 脚。 的影响 续

’ 一 , , , 沪‘〔。 ,

图 反映 了赫弹性材料松弛时间 二 的影响 图 是在材料瞬态模量 从 , 和稳态模量
群、 相同时对应不同松弛时间 二 的复模量 打于在高频和低频段

,

界面两侧材料趋于相同
,

对

应地
,

在图 和图 中奇性指数 占趋于 一 振荡指数 趋于 此时
,

相当于均匀赫

火

火

义

‘ 火

〔〕火 川

只

几 二

几 二
‘

名 几 二 。。

心︵介︶
。灼

一 一

对复模量 〔产

肠 司

、 的影响

、 , 〔 ‘
一

、

一 刀

一 日一

一 冬〔二 刀

叱 一 汽 〕

一 呀

一

几 下

几 下 ,

几 。。

兀刀

一 污 斗一尸一 , 一甲

一 , 一
晌

, 一一
一一

一 〕 斗一节一一下一 , 一 , 一 , 一

一一 一
一了

一 一
一

一 一 通

‘ 、 , 、

对奇性指数 占的影响 对振荡指数 三 的影响
’ , 占 丁

’ ‘

图 豁弹性材料松弛时间 二 的影响

〔资 丁
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弹性材料中的裂纹 在复模量有效的频率范围内
,

振荡指数 ‘ 随两侧材料松弛时间 二 差异的增

加而增加
,

表明振荡指数 的大小反映了界面两侧材料性质的差异程度 图 中奇性指数

占随频率 、 呈现波动性质
,

反映了界面两侧材料勃性匹配模式随频率的变化 界面两侧材料的

薪性 复模量的虚部 各 自随频率 、 呈非线性变化
,

在频率较低时
,

一 侧的勃性大于另一侧的

赫性
,

随着频率的增加
,

这种情形发生了颠倒
,

如图 所示
,

从而导致了奇性指数 占随频率
、 的波动性质 而在勃性明显的频率段内奇性指数 占 的点正好对应界面两侧砧性相同的情

形

结 论

综合以上数值结果和奇异性分析
,

可得下列结论

在简谐荷载作用下
,

豁弹性材料界面裂纹裂尖动应力场奇异性指数
,

在勃性明显的频率

范围内
,

不仅与界面两侧材料参数有关
,

还与载荷频率有关
,

与频率有关主要是频率影响材料

私性的大小 在勃性可以忽略的低频及高频段
,

勃弹性材料退化为弹性材料
,

相应的应力场奇

异性指数与弹性材料情形完全相同

在赫性明显的频率范围内
,

奇性指数偏离 一 的根本原因在于界面两侧材料薪性失

配 失配越严重
,

奇性指数偏离 一 越大 由于界面两侧材料豁性随频率变化不同
,

导致失

配模式改变
,

因而
,

奇性指数随频率增加呈现波动性质 如界面两侧材料豁性相同
,

则勤弹性

材料界面裂纹与弹性材料界面裂纹相同仍是 一 奇异性

裂尖动应力场的振荡指数综合反映了界面两侧材料参数的差异程度
,

差异程度越大
,

震

荡指数也越大 在低频段反映了材料长时模量的差异程度
,

在高频段反映了材料瞬态模量的差

异程度
,

而在豁性明显的频率段
,

主要反映材料松弛时间的差异程度

界面裂纹的振荡奇异性导致裂纹面的叠合和材料的相互嵌入
,

在物理上是不合理的 由

于振荡指数是由界面两侧材料性质间断或突跳而产生的
,

因而引入界面层模型可以使振荡指数

趋于 另外
,

引入含接触区的裂纹模型也可消除振荡奇异性
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